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В статье рассматривается метод построения модели трехмерных пара-

метрических рациональных тел и их описание с помощью обобщенной 
интерполяции Безье. Параметрические тела могут моделировать как фор-
му, так и анизотропное внутреннее пространство. Приведены три вида 
порций тел, часто используемых в качестве начальных и граничных усло-
вий при численном моделировании. Несколько порций могут быть соеди-
нены вместе,  чтобы сформировать составное тело сложной формы.  Не-
прерывность между порциями может быть определена так же, как в моде-
ли Безье. Предложенная методология и методика моделирования приме-
нялись при описании процесса послойного деформирования листового 
металла при изготовлении тонкостенных деталей на оборудовании с про-
граммным управлением. 

Ключевые слова: параметрические тела; обобщенная интерполяция 
Безье; послойное деформирование; многослойная конструкция. 

 
Введение 

Интенсивное развитие вычислительной техники и оборудования, в ча-
стности, оборудования с числовым программным управлением (ЧПУ) и 
средств создания управляющих программ (УП), в течение последних 10–
20 лет привело к возникновению нового процесса в области листовой 
штамповки деталей — послойному деформированию (с англ. Incremental 
sheet forming) [1]. Эта технология позволяет быстро и экономично изго-
тавливать детали из листового металла со сложной поверхностью непо-
средственно из данных автоматизированного проектирования (CAD) без 
дорогостоящего оборудования и оснастки. Данный процесс может ис-
пользоваться для быстрого прототипирования и мелкосерийного произ-
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водства. Он нашел широкое применение в аэрокосмической, судострои-
тельной и автомобильной промышленности [2]. 

Процесс послойного деформирования по ряду параметров схож  с про-
цессом ротационной вытяжки. Отличием является то, что деталь обычно 
остается неподвижной, а процесс деформирования листовой заготовки 
осуществляется за счет перемещения деформирующего инструмента (да-
вильника) по контуру получаемой детали, послойно углубляясь с каждым 
проходом (рис. 1). Перемещение инструмента происходит за счет ЧПУ 
установки по координатам из УП. 

 
Рис. 1. Схема послойного деформирования листовой заготовки: 

1 — заготовка; 2 — давильник; 3 — станина; 
4 — прижим; 5 — траектория движения давильника 

 
Термин incremental sheet forming (ISF) характеризует  множество про-

цессов, при которых в каждый момент времени обработки деформирова-
ние носит локальный характер, а область местного деформирования по-
степенно распространяется на всю деталь. 

При движении давильника по замкнутому контуру образуется поверх-
ность слоя в результате осаживания листовой заготовки. При этом полу-
чаемые промежуточные поверхности слоев плавно меняются от одной 
граничной поверхности до другой и не пересекаются между собой. Коли-
чество слоев зависит от требуемой точности получения внутреннего или 
внешнего теоретического контура изделия. Таким образом, процесс фор-
мообразования поверхности листовой заготовки при послойном деформи-
ровании представляет собой многослойную конструкцию. При численном 
моделировании такой конструкции используют поверхностные модели 
[3–5]. Для описания поверхности каждого слоя необходимо преобразова-
ние каркаса исходной поверхности с учетом изменения толщины слоя. 
Кроме того, с увеличением количества слоев растет объем перерабаты-
ваемой информации.  

Наиболее перспективным для численного моделирования таких конст-
рукций представляется метод параметрического твердотельного модели-
рования. В этом методе тело представляется совокупностью ограничи-
вающих его объем криволинейных восьмиугольных порций, граничные 
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поверхности которых заданы параметрически. Используя метод [6], мож-
но построить уравнение порции тела, обеспечивая необходимую непре-
рывность по производным на граничных поверхностях тела. Эта конст-
рукция определяет порцию тела как совокупность ограничивающих его 
поверхностей (граничное представление тел, B-REP, Boundary 
Representation), используя только информацию о границах поверхности 
тела и некоторые вспомогательные скалярные функции переменных u, v и 
w. Эти функции, называемые функциями сопряжения, соединяют воедино 
отдельные граничные поверхности, чтобы получить одно корректно оп-
ределенное тело. В данной работе уравнение порции было получено на 
основе применения обобщенной интерполяции Эрмита. Для описания 
граничных поверхностей порции тела применялись бикубические пара-
метрические сплайны. Такой метод построения уравнения порции тела  
используют, когда известна форма моделируемого объекта. На практике 
часто приходится корректировать форму на различных этапах проектиро-
вания изделия. Управлять формой кривой по величине касательных век-
торов достаточно сложно. Поэтому при проектировании изделий, когда 
присутствуют начальные несовершенства формы или ее отдельные участ-
ки описываются строго аналитическими линиями, например, кривыми 
второго порядка, предпочтение проектировщиков отдается моделирова-
нию кривых в форме Безье. 

В статье рассматривается задача построения уравнения порции рацио-
нального тела с применением обобщенной интерполяции Безье. Предло-
женный метод позволит устранить указанный недостаток эрмитовой фор-
мы представления тела. 

 
1. Постановка задачи 

Пусть нам задан массив узловых точек поверхности тела моделируе-
мого объекта. Построена сетка кривых, определяющая  поверхность тела. 
Сетка кривых делит поверхность на четырехугольные порции, которые 
ограничены u, v, w кривыми. Пусть параметрическая длина этих кривых 
изменяется в пределах от 0 до 1. Тогда ( )wvu ,,r , 1,,0 << wvu , представ-
ляет внутреннее пространство порции тела, а ( )wvi ,,r , ( )wju ,,r , ( )kvu ,,r , 

1;0,, =kji  определяют ее известные граничные поверхности (рис. 2). Не-
обходимо определить функцию ( )wvu ,,r , которая при iu = , jv = , kw =  
представляет нужную граничную поверхность порции тела. 
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Рис. 2. Порция трехпараметрического тела 

 
2. Описание порции рационального тела 

В общем случае трехмерный радиус-вектор порции рационального те-
ла степени ( )nml ,,  можно записать в виде [7]: 
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где [ ],1,0,, Îwvu ,3Rijk Îp ( )tib  — базисные функции, ijkg  — вес полюса 

ijkp . 
Порция рационального тела общего вида представляет собой криволи-

нейный каркас, состоящий из 8 угловых точек, 12 граничных кривых и 6 
граничных поверхностей. В нашем случае для описания порции тела мно-
гослойной конструкции в качестве базисных функций использовались 
рациональные функции Безье малых степеней. Рассмотрим их более под-
робно. 

 
2.1. Порция рационального тела степени (1,1,1) 

Порция рационального тела степени (1,1,1) представляет собой трили-
нейную интерполяцию восьми полюсов pijk, которые совпадают с угловы-
ми точками каркаса, определяемая как: 
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где ( )kjiijk ,,rp = , { }.1,0,, Îkji  
Порция тела такого вида имеет некоторые очевидные свойства: 

• Производные: частные производные по u, v, w имеют очевидную геомет-
рическую интерпретацию и совпадают с производными по параметриче-
ским линиям. 
• Граничные поверхности: представляют собой шесть гиперболических 
параболоидов, а именно ( )wvi ,,r , ( )wju ,,r , ( )kvu ,,r , { }1,0,, Îkji . 
• Граничные кривые: представляют собой 12 линейных отрезков, а именно 
( )kju ,,r , ( )kvi ,,r , ( )wji ,,r , { }1,0,, Îkji . 

• Сетка управления: полюса pijk совпадают с восемью вершинами порции 
тела. 

Пример построения порции тела степени (1,1,1) представлен на рис. 3. 
Порция деформируется перемещением восьми угловых точек в разных 
направлениях. В результате изменяется форма тела, но внутренняя «плот-
ность» не может быть изменена при весовых коэффициентах 1=ijkg , (рис. 
3а). Внутреннюю структуру при неизменной форме тела можно изменить 
при различном задании весовых коэффициентов (рис. 3б). 

 
2.2. Порция рационального тела степени (2,2,2) 

Порция рационального тела степени (2,2,2) представляет собой три-
квадратичную интерполяцию шести граничных поверхностей, определяе-
мая как: 
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Порция тела такого вида обладает следующими свойствами: 
• Производные: частные производные по u, v, w совпадают с производны-
ми вдоль параметрических линий. 
• Граничные поверхности представляют собой шесть квадратичных по-
верхностей. 
• Граничные кривые тела являются совместимыми квадратичными кри-
выми ( )kju ,,r , ( )kvi ,,r , ( )wji ,,r .  В частном случае,  когда граничные 
кривые являются линейными, тело степени (2,2,2) является телом степени 
(1,1,1).  
• Вершины ( )kji ,,r  — это полюса p000, p200, p020, p220, p002, p202, p022, p222. 
• Контрольная сетка: полюса сетки совпадают с полюсами граничных 
кривых. 

Пример построения порции тела степени (2,2,2) представлен на рис. 4. 
Меняя положения полюсов и задавая различные значения весовых коэф-
фициентов для полюсов, можно построить тела с точными граничными 
поверхностями второго порядка. Порция данного вида легко трансформи-
руется в порцию тела степени (1,1,1). 

 
2.3. Порция рационального тела степени (3,3,3) 

Порция рационального тела степени (3,3,3) представляет собой трику-
бическую интерполяцию шести граничных поверхностей, определяемая 
как: 
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где ( ) ( ) ( ) ( )[ ]3223 13131 ttttttt ---=b  — базовая функция. 
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Порция трикубического рационального тела обладает следующими 
свойствами: 
• Производные: частные производные по u, v, w совпадают с производны-
ми вдоль параметрических линий. 
• Граничные поверхности представляют собой шесть граничных кубиче-
ских рациональных поверхностей ( )wvi ,,r , ( )wju ,,r , ( )kvu ,,r , 

{ }1,0,, Îkji , используемых в определении [8]. 
• Граничными кривыми являются кубические рациональные кривые, об-
щие для смежных граничных поверхностей. 
• Вершины ( )kji ,,r  — полюса p000, p300, p030, p330, p003, p303, p033, p333. 
• Сетка управления: полюса сетки совпадают с полюсами контрольной 
сетки граничных поверхностей. 

Пример построения порции тела степени (3,3,3) представлен на рис. 5. 
Порция такого вида обладает еще большей гибкостью управления формой 
и внутренней плотностью тела. В частности, меняя положения полюсов и 
значения весовых коэффициентов, можно получить порции тела степени 
(1,1,1) и (2,2,2). 

 
3. Результаты экспериментов 

Вычислительный эксперимент показал, что предложенная методика 
моделирования трехпараметрического тела малых степеней может быть 
использована при решении поставленной прикладной задачи. В рассмот-
ренных моделях определяются положения внешних и внутренних по-
верхностей рационального тела как при начальном условии, так и при де-
формации формы с помощью изменения положения полюсов и значений 
весовых коэффициентов. Наличие весов дает возможность дополнительно 
управлять формой и внутренней плотностью тела, не изменяя при этом 
положения полюсов каркаса тела. При описании тел составной формы 
кубическими функциями обеспечивается первый порядок гладкости, что 
соответствует требованиям к точности описания многослойных конст-
рукций, получаемых методом послойного деформирования.  

Для проведения вычислительного эксперимента были написаны под-
программы с использованием встроенного языка программирования ма-
тематического пакета программ MatCAD. Примеры построения порций 
рациональных тел трех видов представлены на рис. 3–5. Для каждой пор-
ции изменялись положения узловых точек, полюсов и определялись про-
межуточные поверхности порции тела при значениях парамет-
ра 1;75.0;5.0;25.0;0=w .  

Несколько порций могут быть соединены вместе, чтобы сформировать 
составное тело сложной формы. Непрерывность между порциями может 
быть определена так же, как в модели Безье. Предложенная методология 
и методика моделирования применялись при описании процесса послой-
ного деформирования листового металла при изготовлении тонкостенных 
деталей на оборудовании с программным управлением. 
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а) 

 
б) 

Рис. 3. Пример построения порции рационального тела степени (1,1,1) 

 
Рис. 4. Пример построения порции рационального тела степени (2,2,2)  
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Рис. 5. Пример построения порции рационального тела степени (3,3,3) 

 
Заключение 

Разработаны подпрограммы в среде MathCAD, использующие пара-
метрические тела в форме Безье для моделирования внутренней много-
слойной структуры и внешней формы трехмерного тела. Использование 
рациональной функции Безье для описания тела дает дополнительные 
преимущества в управлении формой и внутреннего пространства тела, 
чем конструкция, построенная на применении обобщенной интерполяции 
Эрмита.  Проведенные примеры вычислительных экспериментов показы-
вают, как легко определить и изменить форму и положение промежуточ-
ных поверхностей внутри тела. 

Авторы рассматривают преимущество этого метода как способность 
определять граничные и внутренние начальные условия перед численным 
моделированием многослойных конструкций, получаемых различными 
технологическими способами, в частности, послойным деформированием 
листового металла под воздействием рабочего инструмента. Метод хоро-
шо работает для симметричных форм, используемых в инженерном моде-
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лировании. Параметрические рациональные тела такого типа могут быть 
эффективно применены в конечных элементах с нерегулярными граница-
ми, чтобы избежать трудностей в построении модели для подобных кон-
струкций. 
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The process of manufacturing parts by single point incremental forming 
(SPIF)  of  sheet  blanks  can  be  described  by  a  multilayer  structure.  Therefore,  
the most promising method of modeling a multilayer structure is parametric 
solid modeling. Parametric bodies can model both a shape and an anisotropic 
interior space. The article deals with the problem of constructing the equation 
portion of body management using generalized interpolation of Bezier. We de-
scribe three types of body portions, often used as initial and boundary condi-
tions in numerical simulation. Several portions can be joined together to form a 
complex compound body. Use of Bezier rational function to describe the body 
provides additional benefits in the form of its management and internal spaces. 
The proposed system has been implemented in the program MathCAD. Com-
putational experiments show, that it is easy to define and modify the shape and 
position of intermediate surfaces inside the body. 

Keywords: parametric bodies; generalized Bezier interpolation; incremental 
sheet forming; multilayer structure. 
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