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В статье представлены прикладная модель оптимального распределения во 
времени расходов на рекламу двух товаров, которая математически формали-
зуется как задача оптимального импульсного управления, и основные резуль-
таты ее исследования. Неограниченность сверху темпов инвестиций в рекла-
му не исключает возможности проведения агрессивной рекламы и формально 
приводит к необходимости рассматривать задачу в расширенной, импульсной 
постановке. 
Математической особенностью этой задачи является нарушение условия кор-
ректности перехода к импульсному управлению (условия корректности Фро-
бениуса). Этот факт значительно усложняет исследование задачи и означает 
следующее: каждому импульсному управлению соответствует не одна траек-
тория, а воронка обобщенных решений динамической системы задачи из 
класса функций ограниченной вариации. Управлением в данной задаче им-
пульсной оптимизации являются не только меры, но и набор предельных 
управлений для каждого момента скачка меры. Именно они позволяют выде-
лить индивидуальную обобщенную траекторию и построить, если потребует-
ся, обычное субоптимальное решение.  
Для качественного анализа описанной модели в статье применяются соответ-
ствующий принцип максимума и квадратичные необходимые условия опти-
мальности особых управлений. 
Ключевые слова: импульсное управление; разрывные траектории; условия 
оптимальности; экстремаль; инвестиции в рекламу. 
  

Введение 
Применение оптимизационных моделей к решению задач экономиче-

ской динамики давно стало традиционным [1–3], [5–10]. Качественный 
анализ большинства из них опирается на результаты теории оптимального 
управления [4; 5], [7; 10; 11]. 

Рассматриваемая в статье модель оптимального распределения во вре-
мени расходов на рекламу двух товаров [10] математически формализует-
ся как задача оптимального импульсного управления и характеризуется 
различными «сценариями» реализации импульса в зависимости от значе-
ний параметров задачи.  
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В статье приводятся описание модели, соответствующая ей задача оп-
тимального импульсного управления, основные этапы ее исследования, 
возможные стратегии решения задачи, а также экономическая интерпре-
тация полученных результатов. 

 
1. Описание модели и постановка задачи оптимизации 

Рассматриваемая модель является обобщением модели оптимизации 
инвестиций на рекламу двух взаимодополняемых товаров [10].  

Приведем соответствующее описание. 
Некоторая торговая фирма выходит на рынок с предложением двух то-

варов на период времени [ ]T,0 .  
 Примем потенциальную емкость рынка для первого, ведущего, товара 

за единицу, а долю рынка проникновения в момент t  охарактеризуем по-
казателем ( )tx . Под термином «рынок проникновения» понимается сово-
купность покупателей, которые уже осуществляют покупку реализуемых 
фирмой товаров. Аналогичные показатели для второго, ведомого, товара   
совпадают с ( )tx  и ( )ty  соответственно, поскольку  для ведомого товара 
освоение сектора рынка, более широкого, чем для ведущего, неестествен-
но. Возможные рекламные стратегии характеризуются текущими расхо-
дами на рекламу товаров — функциями времени ( )tu  и ( )tv  соответст-
венно. Все параметры BAdcba ,,,,,  модели положительны. Парамет-
ры A , B  характеризуют удельные доходы от реализации ведущего и ве-
домого товаров соответственно.  

Целью фирмы является максимизация суммарной прибыли от реализа-
ции обоих товаров за временной период [ ]T,0 .  

Таким образом, описанной модели соответствует следующая задача 
оптимального управления: 

( ) bxxaux --= 1& ,      ( ) 00 xx = , 
( ) dyxycvy --= /1& ,   ( ) 000 xyy <= ,                     (1.1) 

( ) sup
0

®--+= ò dtvuByAxJ
T

 

с множеством управлений  
( ){ }0,|,2 ³== + vuvuRU .                                    (1.2) 

С помощью отрицательных слагаемых в уравнениях динамики задачи 
(1.1), (1.2) отражается процесс сокращения контролируемых секторов 
вследствие отказа покупателей от приобретения товаров фирмы, мигра-
ции или «забывания» об их достоинствах. Максимальный сектор рынка 
принят за единицу. Заметим, что из динамической  системы следует нера-
венство  ( ) ( ) 10 <<< txty  на отрезке [ ]T,0  для всех траекторий системы. 
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2. Исследование модели и основные результаты 
Опишем специфику задачи (1.1), (1.2) как задачи оптимизации.  
Неограниченность сверху темпов инвестиций в рекламу не исключает 

возможности проведения агрессивной рекламы и формально приводит к 
необходимости рассматривать задачу (1.1), (1.2) в расширенной, им-
пульсной постановке [4, 5]. Поэтому управления u  и v   будем  считать 
далее неотрицательными мерами [5] и исследование задачи (1.1), (1.2) 
проведем с помощью соответствующих необходимых уcловий оптималь-
ности импульсных процессов, а именно — принципа максимума [5]. 

Рассматриваемая задача имеет математическую особенность — нару-
шение условия корректности перехода к импульсному управлению (усло-
вия корректности Фробениуса [6]). Этот факт значительно усложняет ис-
следование задачи и означает следующее: каждому импульсному управ-
лению ( )vu,  соответствует не одна траектория, а воронка обобщенных 
решений динамической системы задачи (1.1), (1.2)   из класса BV  функ-
ций ограниченной вариации. Каждая траектория этой воронки определя-
ется способом аппроксимации меры ( )vu, обычными управлениями из ¥L  
и в моменты скачка меры скачок траектории зависит от дополнительных 
предельных управлений ( ) 0, 21 ³ww  [5].  Таким образом,  управлением в 
данной задаче импульсной оптимизации являются не только меры ( )vu, ,  
но и набор предельных управлений для каждого момента скачка меры. 
Именно они позволяют выделить индивидуальную обобщенную траекто-
рию и построить, если потребуется, обычное субоптимальное решение  с 
управлениями из ¥L . Частный вариант этой задачи (при 0== db ) был 
исследован методом разрывной замены времени в комбинации с динами-
ческим программированием в [10].  Также модель  (1.1), (1.2) в упрощен-
ной  постановке (при 0== сb  и ограниченном управлении ( )tv ) была 
исследована  с помощью  принципа  максимума  для  импульсных  про-
цессов [5] в статье [2].  

Для качественного анализа описанной модели в статье применяется 
соответствующий принцип максимума [5] и квадратичные необходимые 
условия оптимальности особых управлений [4]. 

 Выпишем все условия принципа максимума [5]: 
· понтрягиан 
( ) ( )( ) ( )( ) ;11,,,,, 21 vuByAxdyxycvbxxauvuyxtH --++--+--= yyy  
· сопряженная система, решение которой понимается в обобщенном 

смысле 
( ) ( )
( ) ( ) ,0,

,0,

222

1
2

211

=+-+=
=+--+=

TBdxcv
TAxyvcbau

yyy
yyyy

&

&
                        (2.1) 

· условия максимума 
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                   (2.2) 

где ( )uSa , ( ) [ ]TvSa ,0Ì  — подмножества отрезка [ ]T,0 , на которых со-
средоточены  абсолютно непрерывные составляющие мер vu,  (т. е. 0>u , 

0>v  соответственно);  
· условиe скачка траекторий в каждой точке s  импульса управле-

ния ( )vu,  

),()(1 += sxdz s   ),()(2 += sydz s   ),()( sjj dps =+y   ;2,1=j          (2.3) 

где sd  —  сумма скачков мер ( )vu,  в момент [ ]Ts ,0Î ,   
( ) ( ) ( ) ( )( )tttt 2121 ,,, ppzz  — решение предельной системы 

),()0(),1(

),()0(),1(

2
1

2
22

1111

-=-=¢
-=-=¢

syz
z
zcz

sxzzaz

w

w
             ],0[ sdÎt                  (2.4) 

),()0(,1

),()0(,

22
1

222

112
1

2
22111

-==¢

-=-=¢

sp
z

cpp

sp
z
zcpapp

yw

yww
    ];,0[ sdÎt                (2.5) 

· условие оптимальности моментов импульса 

-+= ss yBxAsH ][][)]([ 0
ï
î

ï
í

ì

=£
Î=
=³

-
,,0
),,0(,0

,0,0
][][ 21

Ts
Ts

s
ydxb ss yy         (2.6) 

(запись s][j  означает скачок функции  j  в точке s ); 
· условия максимума по предельным управлениям  ( ),1 tw ( ),2 tw  со-

ответствующим моменту импульса s , 

î
í
ì

>=
Î£

--==

î
í
ì

>=
Î£

--==

.0)(,0
],,0[,0

1)1())(),((:)(

,0)(,0
],,0[,0

1)1())(),((:)(

21

2
22

1
111

tw
t

ttt

tw
t

ttt

s
v

s
u

d
z
zcppzHh

d
zappzHh

              (2.7) 

Анализ принципа максимума дает следующие результаты.  
Рекламные инвестиции нерентабельны в течение всего периода плани-

рования [ ],,0 T  т. е. ( ) ,0, ºvu если параметры модели удовлетворяют нера-
венствам:  
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( ) ( )
( ) ( )( ) ,/1)1(

,1)1(

00

0

dxeyeBc
bexeAa

tdbTtd

btTtb

£--
£--

--

--

[ ].,0 TtÎ                (2.8) 

Эти неравенства следуют из условий принципа максимума (2.2) и яв-
ляются необходимыми условиями неэффективности рекламы. Такая  рек-
ламная стратегия ожидаема, когда временной период T  мал. 

Для нетривиального случая, когда u , v  не являются тождественными 
нулями, условия неэффективности рекламы (2.8) нарушаются, предпола-
гаются инвестиции в рекламу и справедливы следующие результаты:  

· начиная с некоторого момента инвестиции в рекламу прекраща-
ются (т.  е.   ( ) 0, =vu  в левой полуокрестности точки T )  и доли 
рынка проникновения товаров уменьшаются с постоянным тем-
пом b  и d  соответственно; 

· возможны интервалы особости двух типов: интервал ( )uSa  особо-
сти u -компоненты управления, на котором 0>u , 0=v , и интер-
вал ( )vSa   особости v -компоненты управления ( 0>v , 0=u ). 

Интервал ( )uSa  характеризуется равенствами: 

,const
a

bAab
)x(a

xbu

,const
Aa
bx

=
-

=
-

=

=-=

1

1
                          (2.9) 

которые следуют из двукратного дифференцирования по времени условия 
особости 0=uH   на ( )uSa  и динамической системы задачи (1.1); условие 
допустимости этого режима таково: Aab < , причем условие оптимально-
сти Келли [4, 5]  выполнено в строгой форме. 

Интервал  ( )vSa  возможен при выполнении следующих условий: 

bd > , ( ),42 2 bdBcbBcb -+-< ( )xyBcb -< 12 . 
(эти условия получаются аналогично условиям (2.9))   
и характеризуется равенствами:  

( )
,

2
41

2

x
Bc

bdBcbby ÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ -++
-=   ,10 << x  

это особое многообразие на фазовой плоскости, 
( ) ( )( )
( ) ( )( )bxyBcxyc

ybxyBcbdv
---

---
=

121
12 ,                                (2.10) 

позиционное управление на фазовой плоскости. 
На этом режиме условие оптимальности Келли тоже выполнено в 

строгой форме. 
Управление, характеризующееся особостью одновременно по двум 

компонентам со свойством 0== vu HH  на некотором множестве ( )vuSa , , 
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не входит в состав оптимального решения, поскольку не выполняется 
квадратичное необходимое условие оптимальности типа равенства  
( ) 0=wwH&   на ( )vuSa , ,  где  ( )vuw ,= .  

Перейдем к анализу условий оптимальности предельных управлений. 
Рассмотрим интервал 1I  времени ,t  на котором .01 >w  
В силу первого из условий оптимальности (2.7) на 1I справедливо ра-

венство ( ) .01 =th  Дифференцируя его по ,t  получим еще одно соотноше-
ние на 1I  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) .01 2
121221 =--=¢ ttttwt zzzacph                     (2.11) 

Это возможно лишь в том случае, когда  02 =w  на этом интервале. 
Аналогично можно показать, что на некотором интервале 2I  ,02 >w  

01 =w .  Это следует в силу второго условия (2.7) из равенств ( ) 02 =th  и  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ,01 2
121122 =-=¢ ttttwt zzzacph                        (2.12) 

справедливых на интервале 2I . 
 Из условий оптимальности предельных управлений (2.7) и строгой 

монотонности функций ( ),1 th  ( )t2h  (см. (2.11), (2.12)) следует, что особый 
случай ,01 >w 02 >w  исключается и в каждый момент времени t  «вклю-
чается» лишь одно из предельных управлений, т. е. .21 Æ=Ç II   А имен-
но, если [ ]sdI ,01 =  или [ ],,02 sdI =  то в некоторой точке [ )Ts ,0Î  имеет 
место импульс лишь по u - или по v -компонентам управления соответст-
венно. В случае [ ]sdII ,021 =È   в точке s имеется импульс по обеим ком-
понентам управления. 

Важно, что в последнем случае интервал 1I  необходимо предшествует 
интервалу 2I .  Действительно, предположим, что 2I  расположен левее 1I . 
Тогда возникает противоречие условий ,01 £h  02 =h   на 2I ,   ,02 £h  

01 =h   на 1I  с убыванием функции 1h  на 2I  и возрастанием функции 2h  
на 1I .  Значит,   1I  расположен левее 2I  на [ ]sd,0  и при моделировании 
(аппроксимации) двукомпонентного импульса обычными управлениями 
сначала необходимо увеличивать x -компоненту траектории, а затем y -
компоненту. 

Далее проведем анализ условий оптимальности (2.7) предельного 
управления ,01 >w 02 >w ,  соответствующего моменту импульса .0=t  
Поскольку величина скачка векторной меры ( )vu,  при 0=t  не задает  од-
нозначно  ( ),0+x  ( ),0+y  то важно детальное исследование экстремально-
го предельного управления при [ ].,0 0dÎt   Именно оно выделяет индиви-
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дуальную обобщенную траекторию и задает способ построения субопти-
мального обычного управления в рассматриваемой модели. 

Итак, экстремали задачи (1.1), (1.2) характеризуются следующими 
особенностями:  

· в большинстве случаев экстремальная  стратегия в начале периода 
[ ]T,0  предполагает проведение кратковременной агрессивной 
рекламы двух товаров  одновременно или каждого из них в от-
дельности (с точки зрения теории импульсного управления имеет 
место начальный импульс обеих компонент управления или каж-
дой из них в отдельности соответственно);  

· затем имеет место магистральный интервал, на котором вложения 
в рекламу соответствующего товара осуществляются непрерыв-
ным образом;  

· на заключительном этапе периода рекламирования инвестиции 
плавно уменьшаются.  

 
 

3. Возможные варианты экстремалей задачи  
и их экономическая интерпретация 

Начнем это исследование с наиболее общего случая, предполагающего 
наличие в момент 0=t  импульса по обеим компонентам управления, и 
покажем, что после него может реализоваться одна из возможностей: 

a)  абсолютно непрерывные составляющие меры ( )vu,  равны нулю на 
[ );,0 T  

б) в правой полуокрестности точки 0=t  располагается интервал осо-
бости v -компоненты управления, за которым следует интервал особости 
u -компоненты управления, после чего ( ) 0, ºvu  вплоть до момента вре-
мени .T  

 Стратегия A реализуется, если выполняются следующие условия на 
параметры задачи:  

( ) ( )( )
( ) ( )( ) ,0/1)1(,0

,01)1(,0

00

0

dxyeBcyy
bxeAaxx

dT

bT

>+--+<
<+--+<

-

-

                 (3.1) 

( ) ( )( )³-++
-

-
0

0

0 0
1

xexA
xa

bx bT  ( )( ) ( )( ) ,01
0

0

0
0 +-

-+- -

xyc
dyeyyB dT    (3.2) 

( )+0x  находится из уравнения:  

( ) ( )( )[ ]d/x/yeBcln
c

dT +-- - 0111
0 ( )( ) ( )( ) =+-

+
+-

+
01

1
01 0

0

xaxyc
dy  

( ) ( ) deBbeA dtbT /1/1 -- -+-=                                                  (3.3) 
и связано с ( )+0y  соотношением:  

( ) ( ) ( )( )[ ]dTeBcdxy ---+=+ 1100 .                            (3.4) 
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Тогда экстремальная мера имеет вид: 
( ),1 tcu d=   ( ),2 tcv d=                                        (3.5) 

где ,1c 2c  — величины импульсов компонент управления в момент ,0=t   
определяемые формулами: 

( ) ,
x

xln
a

c
+-

-
=

01
11 01                                               (3.6) 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )( )[ ],dxyeBcln
c

x
yx

yxln
c

xc dT +--
+

=
+-+

-++
= - 0110

00
00

0
02     (3.7) 

экстремальные траектории: 

( ) ( ) ( ]î
í
ì

Î+
=

= - ,T,t,ex
,t,x

tx bt 00
00                                    (3.8) 

( ) ( ) ( ]î
í
ì

Î+
=

= - .T,t,ey
,t,y

ty dt 00
00                                    (3.9) 

 
Получим неравенства (3.1)  и условия (3.3),  (3.4),  связывающие значе-

ния  ( )+0x и ( ).y +0   
Как отмечалось ранее в п.  2, отрезок [ ]00 d,  по времени t  разбивается 

некоторой точкой ( )00 d,Îx  на подотрезки 1I  и 2I . 
 Анализируя  предельную систему (2.4) и учитывая условие оптималь-

ности (2.7) и условие  скачка траекторий (2.3), приходим к следующим 
выводам:  

 
– на подотрезке [ ]x,I 01 =   

( ) ,constyz == 02 t   ( ) ( )( )2 0
1 1 0 ,p y x const
c

t = - + =  

в то время как  1z  и 1p  возрастают, причем ( ) ( ),xz += 01 x  

( ) ( )( )1
1 ;

1 0
p

a x
x =

- +
    

– на полуинтервале ( ]02 d,I x=   ( ) ( ) ,constxz =+= 01 t  2z  возрастает до 
значения   ( ) ( ).ydz += 002    Функция  1p  убывает,  а 2p  возрастает на 2I . 
По предположению на ( ]T,0   .vu 0==  Поэтому из сопряженной системы 
(2.1),  условия скачка (2.3) и строгой монотонности функций ,z2 ,p1 2p  на 

2I и функции 1z   на  1I следуют неравенства (3.1) и равенство (3.3). 
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Уравнение (3.3) получается путем интегрирования по отрезку [ ]0d,x  
соотношения: 

( )( ) 2
2

2
1

2 0 zzxc
p
z

-+-=
¢
¢

 

(см. предельную систему (2.4) и второе соотношение из условий опти-
мальности (2.7)). 

Величины импульсов (3.6), (3.7) компонент управления ,1c 2c находят-
ся из предельной системы (2.4) с учетом проведенного анализа этой сис-
темы. 

 Кроме того, напомним, что необходимо учесть условие оптимально-
сти момента импульса (2.6), которое в данном случае имеет вид (3.2). 

Экономическая интерпретация стратегии А состоит в следующем: 
фирме рекомендуется проведение начальной агрессивной рекламы в стро-
гой последовательности: сначала рекламируется ведущий товар, а за-
тем — ведомый с соответствующей интенсивностью. После этого вложе-
ние средств в рекламу невыгодно вплоть до момента времени T . Как 
следствие,  доли рынка проникновения каждого из товаров за счет рекла-
мы  резко возрастают до уровней  ( )+0x  и ( )+0y   соответственно, а затем 
уменьшаются с постоянными темпами b  и d  соответственно. 

В зависимости от значений параметров исследуемой модели, кроме 
стратегии А, имеются еще 4 возможные кратковременные агрессивные 
рекламные стратегии. Поскольку качественный анализ каждой из них 
аналогичен анализу стратегии А, ниже приведем условия, при которых 
эти стратегии реализуются, и их экономическую интерпретацию.  

Стратегия B  аналогична предыдущей и отличается от нее лишь тем,  
что после проведения рекламы обоих товаров в начале периода [ ]T,0  доля 
рынка проникновения ведомого товара уменьшается незначительно и 
поддерживается на постоянном уровне v  (см. (2.10)), благодаря продол-
жающемуся «умеренному» потоку инвестиций в его рекламу.  После мо-
мента времени: 

( ) ÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

÷
ø
öç

è
æ -+-

-+=
bdBcbBc

dln
d

T
41

11
2

1q  

инвестиции для ведомого товара прекращаются, но начинаются «умерен-
ные» вложения в рекламу ведущего товара до момента: 

( )÷÷ø
ö

çç
è

æ
-

-+=
xAa

bln
b

T
1

11
2q , 

где x  определяется первым из равенств (2.9). 
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Стратегия B реализуется, если выполняются следующие условия на 
параметры задачи:  

( ) ,b)e(xAa bT >-- -11   ( ) ,d)e(kBc dT >-- -11   ,Bcdb <<        (3.10) 

( ) ( ) ,
xAa

b
kBc

d
bd 11

1
1

1
1 ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-

-<÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

-  

где .
Bc

bd
Bc
b

Bc
bk -

+÷
ø
ö

ç
è
æ--=

2

22
1  

Стратегия С: после проведения агрессивной рекламы ведущего товара 
продолжается «умеренный» поток инвестиций в его рекламу в размере u   
(см. (2.9)) вплоть до момента: 

b
xlnT +=t  . 

На заключительном этапе вложения в рекламу неэффективны. При 
этом доля рынка проникновения ведущего товара сначала резко возраста-
ет до постоянного уровня x . Реклама второго товара не проводится в те-
чение всего периода,  так как его начальная доля рынка проникновения и 
так достаточно велика. 

Стратегия С возможна, если справедливы следующие неравенства:  
,xx 0>  ( )( ) ,bxxAa ³-- 11 0  

( ) ( )( ) ,dtx/ey)e(Bc dtTtd £-- --
011 [ ]T,t 0Î . 

Стратегия D отличается от предыдущей тем, что лишь в начале перио-
да проводится агрессивная реклама ведущего товара. Доля рынка проник-
новения ведущего товара увеличивается до ( ) kyx 00 =+ . Затем до момен-
та 1q  (определяется в стратегии В) «умеренно» рекламируется только ве-
домый товар, после чего инвестиции в рекламу товаров нерентабельны. 

Реализация этого режима возможна в случае выполнения условия 
(3.10) и ряда дополнительных условий,  которые в статье не приводятся в 
силу их громоздкости. 

Cтратегия E аналогична стратегии С, только начальная агрессивная 
реклама и последующие умеренные вложения имеют место для ведомого 
товара. При этом реклама ведущего товара не проводится вовсе. 

Необходимые условия существования этой рекламной стратегии: 
( ) ( ) ,b)e(exAa Ttbbt £-- -- 11 0 ,TtÎ  

( ) ( ) ,d)e(kBc Td £-- -111 q  ,00 kxy <  

  
( ) ( )

+
-
-

-
-

-

00

0000

11 xy
xdybx

k
xdkb ( ) .bcykxBc ³- 00  

( k  определено выше в стратегии В).  
Таким образом, экономически описаны всевозможные экстремальные 

рекламные стратегии фирмы.  
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4. Построение квазиоптимального решения для стратегии А 
Как уже отмечалось в п.  2,  решением исследуемой задачи в импульс-

ной постановке является не только управляющая мера, но и пара предель-
ных управлений для каждого момента скачка меры. Без учета этого факта 
невозможно выделить индивидуальную обобщенную траекторию и по-
строить подходящую аппроксимацию обычными допустимыми управле-
ниями и траекториями (в которых задача не имеет решения). Такие ап-
проксимации назовем квазиоптимальным решением задачи. 

Построим квазиоптимальное решение, например, для стратегии А. В 
качестве такого решения можно взять, аппроксимирующие последова-
тельности управлений вида: 

( ) [ )
î
í
ì

³
Î

=
,nt,

,n,t,nсtun 10
101

      ( )
[ )
[ )

ïî

ï
í
ì

³
Î
Î

= -

.nt,
,n,nt

,n,t
,neс

,
tv bt

n

20
21

100
2  

Очевидно, при таком выборе ( ) ( ),tcdttun d1®  ( ) ( )tcdttvn d2®  и со-
блюдается порядок приложения импульсов в момент 0=t  по u - и v -
компонентам  управления соответственно.  

Легко проверить, что максимизирующим последовательностям управ-
лений ( ),tun  ( )tvn  соответствуют траекторные последовательности: 
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( ) ( ),ee
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naсexnD acnbac 11
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Легко видеть, что при  ¥®n  
 

( ) ( ) ( ) ( ]î
í
ì

Î+
=

=® - ,T,t,ex
,t,x

txtx btn 00
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( ) ( ) ( ) ( ]
0 , 0,
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y e t T-

=ì
® = í + Îî

 

 
где  ( )+0x и ( )+0y  определяются следующими соотношениями: 

( ) ( ) ,exx ac1

0110 ---=+  

( ) ( ) ( )( ) ( ) .
x
ccexpyxxy ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
+

--+-+=+
0
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Легко проверить, что на данной аппроксимации предельное значение 

функционала: 
 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2lim ,

1 0 1 0

n nn

bT dT

J J u t v t c c

A e x b B e y d
®¥

- -

= = - - +

+ - + + - +
          (4.1) 

 
совпадает со значением функционала в стратегии А. Схематично качест-
венное поведение построенного квазиоптимального и оптимального реше-
ний изображено на рис. 1 точечной и сплошной линиями соответственно. 
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Отметим, что установленная в ходе исследования последовательность 

приложения импульсов компонент управления не может быть нарушена;  
а именно, если выбрать аппроксимацию: 
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то нетрудно показать, что значение критерия качества Ĵ , найденное по 
аналогии со значением (4.1), будет меньше него. 
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Заключение 
В статье приводятся описание модели оптимального распределения во 

времени расходов на рекламу двух взаимодополняемых товаров [10], по-
становка, анализ и результаты полного исследования задачи оптимально-
го управления, соответствующей этой модели. Порожденная ею оптими-
зационная задача в силу полуограниченности управления рассматривает-
ся в импульсной постановке. Для ее анализа используется обобщенный 
принцип максимума для импульсных процессов [5], квадратичные необ-
ходимые условия оптимальности особых управлений [4]. 
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OPTIMAL CONDITIONS OF IMPULSIVE PROCESSES IN APPLICATION TO 
THE PROBLEMS OF ECONOMIC DYNAMICS 
 
Natalya V. Antipina  
Cand. Sci. (Phys. and Math.), A/Prof.,  
Baikal State University,  
11 Lenina St., Irkutsk 664003, Russia  
E-mail: natant2012@mail.ru 
 
The article presents an applied model of the optimal distribution in time of advertis-
ing costs of two goods, which is mathematically formalized as a problem of optimal 
impulsive control. Bounding on top of investment’s temps in the advertising does 
not exclude the possibility of aggressive advertising and formally leads to the need 
to consider the problem in an extended, impulse statement.  
A mathematical singularity of this problem is the well-posedness of non-
compliance condition of the impulsive control transition (the Frobenius-type well-
posedness condition). This fact considerably complicates the investigation of the 
problem and means the following: each impulsive control corresponds not to one 
trajectory, but to a set of generalized solutions of the problem’s dynamical system 
from the class of bounded variation functions. The control in this problem of pulse 
optimization is not only measures, but also a set of limit controls for each moment 
of the measure jump. They make it possible to single out an individual generalized 
trajectory and to construct, if it’s necessary, a conventional suboptimal solution.  
In this article we applied the corresponding maximum principle and the quadratic 
necessary optimality conditions of particular controls for qualitative analysis of the 
presented model. 
Keywords: impulsive control; discontinuous trajectories; optimality conditions; ex-
tremal; advertising investments. 
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