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Гиперфункции представляют собой функции, заданные на конечном множе-
стве и принимающие в качестве своих значений все непустые подмножества 
рассматриваемого множества. В теории дискретных функций интересным и 
важным является вопрос классификации относительно различных операторов 
замыкания. Одним из таких операторов является оператор замыкания с раз-
ветвлением по предикату равенства (E-оператор). Такой оператор относится к 
категории сильных операторов замыкания.  
В статье рассматривается семейство классов гиперфункций ранга k, сохра-
няющих перестановки на k-элементном множестве. Показано, что такие клас-
сы являются E-замкнутыми. В случае, если перестановка распадается на цик-
лы одинаковой простой длины, то такие классы являются E-предполными. 
Кроме этого показано, что множество, содержащее все функции-константы и 
функцию, возвращающую на всех наборах некоторое зафиксированное непус-
тое подмножество исходного множества, является Е-полным. 
Ключевые слова: замыкание; предикат равенства; гиперфункция; замкнутое 
множество; суперпозиция; предполное множество; клон.  

 
Введение 

В теории дискретных функций, наряду со всюду определенными 
функциями k-значной логики, изучаются и функции, определенные не на 
всех наборах. К не всюду заданным функциям на конечном множестве 
относятся в том числе гиперфункции, у которых неопределенность пони-
мается как некоторое неодноэлементное непустое подмножество конеч-
ного множества, на котором эти функции заданы. Для уточнения опера-
ции суперпозиции гиперфункций требуется определить их значения на 
наборах, составленных из подмножеств. В тоже время в качестве опера-
тора замыкания на множестве гиперфункций можно рассматривать опера-
торы, которые существенно сильнее суперпозиции и могут порождать 
конечную классификацию функций. К таким операторам относится, в ча-
стности, оператор замыкания с разветвлением по предикату равенства [1]. 
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Исследование его свойств на множестве булевых функций, частичных 
булевых функций и на множестве функций многозначной логики можно 
посмотреть в работах [2, 3], в работе [5] для множества частичных буле-
вых функций найдены все замкнутые классы. В [6] для гиперфункций на 
двухэлементном множестве был сформулирован критерий функциональ-
ной полноты. Для гиперфункций на трехэлементном множестве в [7] бы-
ли описаны классы гиперфункций, сохраняющих некоторое множество. 

В настоящей работе рассматриваются действия оператора замыкания с 
разветвлением по предикату равенства на множестве гиперфункций ранга k. 

 
1. Основные определения 

Пусть }1,,1,0{ -= kEk K  и kE2 — множество всех подмножеств kE . 
Определим множество kH  — множество всех гиперфункций ранга k: 

.}},{\2:|{ U
n

n
kk

En
k

n
k HHEffH k =Æ®=  

Говоря о гиперфункциях, удобно не различать одноэлементное множе-
ство и элемент этого множества, поэтому в дальнейшем одноэлементное 
множество }{b  будем обозначать символом b . 

Если kP  — множество функций k-значной логики, то справедливо 
включение kk HP Ì .  

Пусть ),,( 1 nxxf K , ),,( 11 mxxf K , …, ),,( 1 mn xxf K  — гиперфункции. 
Суперпозиция 

)),,(,),,,(( 111 mnm xxfxxff KKK  
определяет гиперфункцию ),,( 1 mxxg K  следующим образом, если набор 
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Будем говорить, что гиперфункция ),,( 1 mxxg K  получается из гипер-
функций ),,( 11 mxxf K , ),,( 12 mxxf K  с помощью операции разветвления 
по предикату равенства, если для некоторых },,1{, mji KÎ  выполняется 
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Для множества kHQ Ì  определим E-замыкание как множество всех 
гиперфункций из kH , которые можно получить из множества Q с помо-
щью операций введения фиктивных переменных, отождествления пере-
менных, суперпозиции и разветвления по предикату равенства. Множест-
во гиперфункций, совпадающее со своим E-замыканием, называется E-
замкнутым классом. 
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2. E-полные множества гиперфункций 
В [3] показано, что система констант }1,,1,0{ -kK  E-полна в классе 

kP . Для гиперфункций справедливо следующее утверждение. 
Теорема 1. При любом 2³k  система гиперфункций 

}}1,,1,0{,1,,1,0{ -- kk KK  E-полна в классе kH .  
Доказательство. Пусть ),,( 1 nxxf K  — произвольная гиперфункция из 

kH .   Определим в классе kP  функции ),,( 11 nxxh K ,…, ),,( 11 nk xxh K-  и 
),,( 1 kxxg K  по следующему принципу. 

Если ,),,( 1 caaf n =K  где c — элемент множества kE , то 
caah n =),,( 11 K , …, caah nk =- ),,( 11 K  и cccg =)0,,,( K ,…, 

ckccg =- )1,,,( K . 
Если },,,{),,( 11 mn ttaaf KK =  где ki Etkm Î-£< ,11 , то 

,),,( 111 taah n =K  ,),,( 212 taah n =K …, ,),,( 1 mnm taah =K

,),,( 11 mnm taah =+ K …, mnk taah =- ),,( 11 K . Функция g  формируется сле-
дующим образом: immm titttttg =),,,,,,( 21 KK  для mi ££1  и 

mmmm tjtttttg =),,,,,,( 21 KK  при .1,0 -£<= kjmj  
Если },1,,1,0{),,( 1 -= kaaf n KK то положим ,1),,( 11 -= kaah nK …, 

,1),,( 11 =- nk aah K а также ,),1,2,,2,1( iikkg =-- K  где 10 -££ ki . 
Тогда гиперфункцию ),,( 1 nxxf K  можно представить следующей су-

перпозицией функций из класса kP  и гиперфункции }1,1,0{ -kK . 
}).1,,1,0{),,,(,),,,((),,( 11111 -= - kxxhxxhgxxf nknn KKKKK  

Теорема доказана. 
Следствие. При любом 2³k  система гиперфункций },,1,,1,0{ Ak -K  

где A  — тождественная отличная от константы гиперфункция, E-полна в 
классе kH . 

Доказательство. Укажем механизм построения гиперфункции 
}1,,1,0{ -kK  c использованием констант 1,,1,0 -kK  и гиперфункции 

Af º . 
Пусть с —  некоторая константа,  такая,  что AcÏ . Построим гипер-

функцию  

î
í
ì =

=
.случаепротивномв,

;если,
),( 21

21 A
xxc

xxg  

Выберем константу b такую, что .AbÎ  Суперпозиция )),(( bxfg опре-
деляет гиперфункцию, которая на всех наборах принимает значение рав-
ное cAÈ . 

Применяя указанный способ построения гиперфункций нужное коли-
чество итераций, можно получить гиперфункцию вида }1,,1,0{ -kK . 
Следствие доказано. 
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3. Классы гиперфункций, сохраняющих перестановки 
Пусть p  — некоторая перестановка на множестве }1,,1,0{ -= kEk K . 

Определим класс гиперфункций -
pS  следующим образом: 

},,))(,),(()),,((|{ 11 kinnk EffHfS ÎÆ¹ÇÎ=- aapapaapp KK  
где для любого множества B , являющегося подмножеством kE , множе-
ство Bp понимается как }|{ Bbb Îp . 

Теорема 2. Класс -
pS  замкнут относительно операции суперпозиции. 

Доказательство. Пусть гиперфункции ),,( 1 mxxf K , ),,( 11 nxxf K , …, 

),,( 1 nm xxf K  принадлежат классу -
pS  и пусть 

)).,,(,),,,((),,( 1111 nmnn xxfxxffxxh KKKK =  

Покажем, что гиперфункция ),,( 1 nxxh K  принадлежит классу -
pS , а 

именно, для любого набора n
kn EÎ),,( 1 aa K  выполняется 

.))(,),(()),,(( 11 Æ¹Ç nn hh apapaap KK  
По определению  
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Для набора ),,( 1 naa K  и для любого i выполняется  
,))(,),(()),,(( 11 Æ¹Ç nini ff apapaap KK  

т.е. существует такой набор ),,( 1 mdd K , что )),,(( 1 nii f aapd KÎ  и 
))(,),(( 1 nii f apapd KÎ . Пусть )( ii spd = , где ),,( 1 nii f aas KÎ .  

Рассмотрим значение ),,( 1 mf dd K .  С одной стороны, в силу того, что 
))(,),(( 1 nii f apapd KÎ ,  все элементы этого множества содержатся в B . 

С другой стороны, ))(,),((),,( 11 mm ff spspdd KK =  и ),,( 1 nii f aas KÎ . 
Для набора ),,( 1 mss K  выполняется  

).,,(,))(,),(()),,(( 111 niimm fff aasspspssp KKK ÎÆ¹Ç  
Рассмотрим некоторый элемент kEpÎ  такой, что  

)).(,),((),,,())(,),(( 111 niimm fffp apapdddspsp KKK Î=Î  
Это означает, что BpÎ . В тоже время  

).,,()),,,(( 11 niim ffp aasssp KK ÎÎ  
Следовательно, ApÎ . В итоге,  

.))(,),(()),,(( 11 Æ¹Ç nn hh apapaap KK  
Теорема доказана.  
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Теорема 3. Класс -
pS  замкнут относительно операции разветвления по 

предикату равенства. 
Доказательство. Пусть гиперфункции ),,( 11 nxxf K , ),,( 12 nxxf K  

принадлежат классу -
pS  и пусть 

î
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Применим к гиперфункции h  перестановку p . Тогда 
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Но jiji aaapap =Û= )()( , поэтому  
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Пусть ji aa = . Тогда ),,(),,( 111 nn fh aaaa KK = . С другой стороны, 
)),,(()),,(( 111 nn fh aapaap KK =  

и  
))(,),(())(,),(( 111 nn fh apapapap KK = . 

По условию .))(,),(()),,(( 1111 Æ¹Ç nn ff apapaap KK  Тогда  
.))(,),(()),,(( 11 Æ¹Ç nn hh apapaap KK  

Если ji aa ¹ , то ),,(),,( 121 nn fh aaaa KK =  и рассуждения проводят-
ся аналогичным образом. Теорема доказана. 

Замкнутость относительно отождествления переменных и введения 
фиктивных переменных показывается несложным образом.  

Таким образом, классы -
pS  являются E-замкнутыми на множестве ги-

перфункций ранга k . Рассмотрим вопрос полноты таких классов. 
Теорема 4. Если перестановка p  разлагается в произведение циклов 

одной и той же простой длины p , то класс -
pS  является Е-предполным в 

классе kH . 
Доказательство. Пусть p — перестановка из условия теоремы и 

функция ),,( 1 nxxf K  не принадлежит классу -
pS . Это означает, что есть 

такой набор ),,( 1 naa K  для которого выполняется 
.))(,),(()),,(( 11 Æ=Ç nn ff apapaap KK  

Повторяя рассуждения из [4, п. 1.8], несложно показать, что гипер-
функцию ),,( 1 nxxf K  можно считать одноместной.  
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Пусть для )(xf  и kEÎa  выполняется .))(())(( Æ=Ç apap ff  Поло-
жим ,)( Сf =a Bf =))(( ap . Рассмотрим наборы ),( 1 aс и ),( 2 aс , где 

Ссс Î21, . Покажем, что такие наборы не лежат на одной орбите. Если они 
лежат на одной орбите, то для некоторого s  выполняется 

),(),( 21 aap ccs = . Тогда 21)( ccs =p  и .)( aap =s  Поэтому tps = . Полу-
чили, что 112 )( ccс tp ==p . 

Аналогично, если наборы ))(,( 1 apb  и ))(,( 2 apb , где Bbb Î21,  лежат на 
одной орбите, то 21 bb = . 

Рассмотрим наборы вида ),( aс  и ))(,( apb , где СсÎ , BbÎ . Пока-
жем, что они тоже не могут лежать на одной орбите.  Если они лежат на 
одной орбите, то для некоторого s  выполняется ))(,(),( apap bcs = . От-
сюда .)(1 aap =-s  Значит pts =-1  и bcpt =+ )(1p , значит bc =)(p . Что 
противоречит условию Æ=Ç BСp . 

Таким образом, все наборы вида ),( 1 aс , ),( 2 aс , ))(,( 1 apb  и ))(,( 2 apb , 
где 21 сс ¹ , 21 bb ¹ , Ссс Î21, , Bbb Î21,  лежат на разных орбитах. Поэтому 
в классе -

pS  найдется гиперфункция ),( yxg ,  зависящая от 2-х аргумен-
тов, такая, что на указанных выше наборах она принимает некоторое одно 
и тоже значение b . Рассмотрим гиперфункцию ).),(()( xxfgxh =  По оп-
ределению baga ag == =Î ),()( )( gh CfU  и 

bapgap apg == =Î ))(,())(( ))(( gh BfU . Функция )}(,{)( apaºxu  очевидно 

также принадлежит классу -
pS . Суперпозиция )})(,({))(( apahxuh =  тож-

дественно равна константе b . 
С учетом того, что гиперфункция, тождественно равная множеству 

kE , лежит в любом классе -
pS , получаем справедливость утверждения. 

Теорема доказана. 
 
 

Заключение 
В работе рассмотрено семейство классов гиперфункций, сохраняющих 

перестановки на множестве kE  и замкнутых относительно оператора су-
перпозиции и оператора разветвления по предикату равенства. Показано, 
что, если перестановка разлагается в произведение циклов одной и той же 
простой длины, то  такие классы являются предполными в классе гипер-
функций ранга k. В [7] описаны E-предполные классы гиперфункций ран-
га 3, сохраняющие некоторое подмножество 3E . Эти результаты могут 
быть обобщены для гиперфункций, заданных на произвольном множест-
ве. 
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Hyperfunctions represent functions defined on a finite set and taking as their values 
all nonempty subsets of the considered set. In the theory of discrete functions the is-
sue of classification is interesting and important concerning different closure opera-
tors.  One such operator is the closure operator with branching by the equality 
predicate (E-operator). Such operator belongs to a category of strong closure opera-
tors.  
The article considers the aggregate of the hyperfunctions of the K rank that preserve 
permutations on a k-element set. It is shown that these classes are E- closed. In case 
the permutation splits into cycles of the same simple length, then such classes are 
E-precomplete. Besides, it is shown that a set containing all function-constants and 
a function that returns on all sets some fixed non-empty subset of the original set is 
E-complete. 
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