
ВЕСТНИК БГУ. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА 2018/3

 

 94 

УДК 519.87 
DOI: 10.18101/2304-5728-2018-3-94-102 

 
МОДЕЛИРОВАНИЕ ОБРАТНОГО ОТРАЖЕНИЯ В ОДНОРОДНЫХ 
ГРАНИЧАЩИХ СРЕДАХ 
 
© Ломухин Юрий Лупонович  
доктор физико-математических наук, профессор, 
заведующий лабораторией радиозондирования природных сред, 
Институт физического материаловедения СО РАН 
Россия, 670047, г. Улан-Удэ, ул. Сахьяновой, 6 
E-mail:  lomukhin_yuriy@mail.ru 
 
© Бутуханов Василий Петрович 
кандидат технических наук, старший научный сотрудник, 
Институт физического материаловедения СО РАН  
Россия, 670047, г. Улан-Удэ, ул. Сахьяновой, 6 
E-mail: vbut1951@gmail.com 
 
© Атутов Евгений Борисович  
кандидат физико-математических наук, научный сотрудник, 
Институт физического материаловедения СО РАН 
Россия, 670047, г. Улан-Удэ, ул. Сахьяновой, 6 
 
Предложена математическая модель отражения и преломления, учитывающая 
эффект возбуждения встречных волн. Как известно, при облучении границы 
раздела в граничащих средах возбуждаются отраженная и преломленная вол-
ны. Авторами обнаружено, что наряду с указанными модами возбуждаются 
также волны с отрицательным углом преломления и обратные волны, распро-
страняющиеся к внешнему источнику строго во встречном направлении к 
преломленной и падающей волнам. В работе впервые строится электродина-
мическая модель (в рамках классической электродинамики) обратного отра-
жения в однородных граничащих средах, разделенных максимально ровной, в 
которой учитывается эффект возбуждения встречных волн. Проводится 
обобщение данной модели на случай неровных границ раздела. Установлено, 
что обратное (радиолокационное) отражение — это обращенные волны, а не 
частный случай рассеяния назад, как принято считать. Определены аналити-
ческие выражения для коэффициентов обратного отражения. Проведено срав-
нение теоретических и экспериментальных результатов, обнаружено хорошее 
согласие. Результаты работы вносят определенный вклад в электродинамику 
сплошных сред и имеет большое прикладное значение. 
Ключевые слова: встречные волны; обращенные волны; обратное отражение; 
формулы Френеля; коэффициент обратного отражения; поляризация; тепло-
вое излучение. 

  
Введение 

Создание математических моделей ранее неизвестных физических ме-
ханизмов отражения и преломления, учитывающие эффект возбуждения 
встречных волн — задача весьма актуальная. На актуальность исследова-
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ний в данной области указывает большое число отечественных и зару-
бежных публикаций, прежде всего по моделированию обратного отраже-
ния природных и искусственных сред. Существует многообразие эмпири-
ческих моделей обратного отражения [1,  2],  тем не менее,  они не дают 
физическую интерпретацию обратного отражения при наклонном паде-
нии на гладкую поверхность. Существующие интегральные методы опре-
деления коэффициентов обратного рассеяния импедансных сред не объ-
ясняют эффект усиления обратного отражения при скользящих углах па-
дения [3]. Все эти модели не учитывают в явлениях отражения и прелом-
ления возбуждение встречных волн. 

На актуальность исследований по обратному отражению природных и 
искусственных сред указывают ежегодно проводящиеся всероссийские и 
международные научные конференции по проблемам радиозондирования, 
например, известные международному сообществу IGARSS. 

В работе [4] впервые установлено, что при падении плоских волн на 
границу раздела двух граничащих сред наряду с отраженной и прелом-
ленной волнами возбуждаются встречные им моды. В результате отраже-
ния и преломления этих волн в средах распространяются дополнительные 
моды: волна с отрицательным углом преломления и обратная в сторону 
источника мода.  

В данном сообщении, учитывая эффект возбуждения встречных волн и 
результаты работы [4], выводится уравнение обратной волны и строится 
математическая модель обратного отражения проводящих и диэлектриче-
ских сред.  

 
1. Математическая модель обратного отражения 

Пусть две полубесконечные, однородные, изотропные среды с 
''

11 1 ee i-= , 1''
1 <<e  и )()( ''

2
'
22 wewee i-= , 121 == mm , разделены ровной 

границей (рис. 1). Из первой среды (свободного пространства) под углом 
1j  на границу раздела падает плоская гармоническая волна: 

( )( )ti wj --= )(exp)( 1 rkEE 1
sp,

0
sp,

1 . 
Индексы  p и s обозначают, соответственно, ТМ и ТЕ моды. Линия АА ¢  

это след плоскости, перпендикулярной вектору 1k , т.е. волновой фронт. 
Далее множитель ( )tiwexp  опускаем.  

В соответствии с теоремой погашения во второй среде возбуждается 
преломленная мода [5]: 

( )( ))(exp)()()( 21
,

1211 rkiT sp
2

sp,
1

sp,
2 EE -= jjj . 

Здесь ( )1
,

12 jspT  — коэффициент прохождения плоской волны из первой 
во вторую среду, 2k — волновой вектор. На рис. 1 линия BB ¢— фронт 
волны. 
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Рис. 1. Встречные волны в граничащих средах 

 
Одновременно, как уже было сказано, возбуждается волна в направле-

нии обратном к нормали фронта BB ¢ . Поскольку её фронт тот же BB ¢ , то 
она является строго встречной к )( 1j

sp,
2E ,  т.е.  её волновым вектором яв-

ляется 2k- . Отметим, что существование встречных волн в средах также 
с необходимостью следует из уравнений Максвелла, не нарушая одно-
значности их решения.  

Встречная волна падает на границу раздела, тогда согласно законам 
отражения и преломления в первой среде распространяется волна строго в 
направлении 1k- :  

( )( )( )=-= 12
,

211
,

1 exp)()()( rkiT spsp
1

sp,
2

sp,
4 EE jjaj

( )( ) ( )( ) ÷
ø
öç

è
æ -+-

2
1

,
122211

, 12exp ja spsp Vrkrkisp,
0E .                                              (1) 

Здесь учтено, что )()( 2
,

211
,

12 jj spsp VV -= , поэтому 

( )( )21
,

122
,

211
,

12 1)()( jjj spspsp VTT -= .  В (1)  ( )( )( )2
1

,
121 jspV-  — коэффициент 

излучения среды возбужденной проникающим полем, )( 1
,

12 jspV , 
)( 2

,
21 jspV  — коэффициенты отражения Френеля [5]. Множитель  sp ,a вве-

ден для уточнения функции )( 1j
sp,

4E  Волна )( 1j
sp,

4E  и есть обратное от-
ражение. 

На некоторой глубине sph ,
20   интенсивность волны )0(sp,

2E  сравнивается 
с интенсивностью теплового излучения; тогда обратное отражение с 
большой вероятностью становится некогерентным.  
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Таким образом, можно считать, что когерентное поле )( 1j
sp,

4E  излуча-
ется только слоем толщиной sph ,

20 , ограниченным свободным пространст-
вом, т.е. средой без вторичных источников. Тогда отраженное поле от 
данного слоя при нормальном падении плоской волны запишем в виде:  

( )
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÷

ø

ö

ç
ç

è

æ
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-= )0(

)2exp()0(1
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202
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hikV
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sp, EE .     (2) 

Первое слагаемое в (2) это известная формула Эйри [5], второе слагае-
мое введено из условия,  что при 0,

20 =sph  и ¥®sph ,
20  выражение (2)  

должно описывать отражение от полубесконечной среды. 
Из условия равенства интенсивности теплового излучения и интенсив-

ности преломленной волны определяем  

)Im(/ 2
2,

12
,

20 kVh spsp » , ( ) '
2

2''
2

2'
22 2

1Im eee
w

-+=
c

k . 

Границы раздела реальных сред всегда неровные, даже если их вырав-
нить до атомно-молекулярной структуры. Поэтому в качестве коэффици-
ентов Френеля используем представление 

( ) ( ) ))(cos2exp(,,, 1
222

11
,

1
, jjj D-=D kTVTV sp

ik
sp

ik [6], здесь  D  — средне-
квадратическое отклонение неровностей границы, распределенных по 
нормальному закону, T — термодинамическая температура среды, от 
которой зависит диэлектрическая проницаемость.  

Выражение (1) перепишем в виде:  

          
( ) ( )( ) ( )
( )

, , ,
4 1 0 1 1 12 1

,
2 2

2, , exp 2 1 , ,

exp 2 .

p s p s p s

p s

T a i k r V T

ik h

f a fé ùD = - + D ´ë û

-

E E
       (3)                                    

  Введенные коэффициенты ,p sa и a определяем из условий:  
1. При 1 0j = , (3) должно совпадать с (2); 

2. При 0D = , (3) должно быть равным нулю, но поскольку сред с аб-
солютно гладкой поверхностью не бывает мы можем считать, что гладкие 
поверхности это поверхности с минимальным значением 0D® , 
но 0D ¹ ;  

3. При T = 0 мы тоже должны положить  ( ),
4 1, ,0 0p s j D =E ,  так как в 

этом случае исчезает тепловое излучение, следовательно исчезает припо-
верхностный слой, в котором формируется обратное объемное когерент-
ное отражение. Поскольку состояние сред с T = 0 практически недости-
жимо, приближенно будем считать, что коэффициенты Френеля не зави-
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сят от температуры. Значения 1e  и  2e  будем вычислять при 
KTT 300, 00 » . Условия 1 и 2 выполняются, если в (3) положить  

( )
( )

( )( ) ( )
( )

( )( ) ( )

.

2exp01

2exp1
1

2exp01

0

0,0,1

,
202

2,
12

,
202

,
202

2,
12

,
12,

01
,

12

ï
ï
ï
ï
ï

þ

ï
ï
ï
ï
ï

ý

ü

ï
ï
ï
ï
ï

î

ï
ï
ï
ï
ï

í

ì

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ

--

--
+

´
-÷

ø
öç

è
æ +

=

=+

spsp

sp

spsp

sp
sp

sp

hikV

hik

hikV

V
a

TV

a

ja

 

Отсюда следует ( ), 2
12 1 01 ,0,p sV Ta j= - .  В случае металла 1-=a . 

Объясняется это тем,  что в хорошо проводящей среде падающая волна 
практически не проникает в среду и обратное отражение носит поверхно-
стный характер, т.е. описывается просто коэффициентами Френеля.  

Для сравнения теоретических и экспериментальных данных необходи-
мо (3) обобщить на случай точечного источника с направленным излуче-
нием (рис. 2). Представляя обратное поле точечного источника в неогра-
ниченной поглощающей среде в виде разложения по плоским обратным 
волнам (3), а также учитывая наличие диаграммы направленности антен-
ны, получаем уравнение обратной волны при облучении поверхности раз-
дела радиолокатором: 

              ( ) ( ) ( )1 1, , ,
1 0 1 0

exp 2
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2
p s p s p sik r

W T
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j j
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( )1 1cosH r j= — высота радара над поверхностью раздела.   

Функция ( ) ( )
2

, 1
1 1 1 expp sF j

j a
b

æ öæ ö
= - - ç- ÷ç ÷ç ÷è øè ø

 моделирует диаграмму 

направленности, b — её ширина, , ,
2 20 2cosp s p sh h j= . 

 



Ю. Л. Ломухин, В. П. Бутуханов, Е. Б. Атутов. Моделирование обратного отра-
жения в однородных граничащих средах  
 

 99 

 
Рис. 2. Схема радиозондирования 

 
Из (4) определяем формулы для коэффициентов обратного отражения: 

 
( ) ( ) ( )*DD D=

010101 ,,,, ,, TT pp
VV WTW jjjs , 

( ) ( ) ( )1 0 1 0 1 0, , , , , ,s s
HH T W T W Ts j j j *D = D D , 

( ) ( ) ( ) ( )PTWTTvT sp
WHVH 01010101 ,,,,,,,, DD=D=D jjjsjs , P = 1/6.            (5) 

На рис. 3 и 4 приведены расчетные по (5) и экспериментальные угло-

вые зависимости ( )1 0
, ,VV Ts j D  и ( )1 0, ,HH Ts j D  для случая алюминие-

вой и диэлектрической пластин при pp и ss поляризациях. 
  

 
Рис. 3. Угловые зависимости коэффициентов обратного отражения алю-
миниевой пластины при D = 3,9 мкм, где цифрами 1 и 2 обозначены экс-

периментальные и теоретические ( )1 0
, ,VV Ts j D , ( )1 0, ,HH Ts j D , 

соответственно. 
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Рис. 4. Угловая зависимость коэффициента обратного отражения сухо-

го диэлектрика при D = 4,6 мкм, 1 — теоретические и экспериментальные 
значения коэффициента обратного отражения при p-поляризации, 

( )1 0
, ,VV Ts j D ; 2 — при s-поляризации, ( )1 0, ,HH Ts j D ; 

3 — при x-поляризации, ( )01 ,, TVH Djs .     
 

Расчеты и измерения выполнены при частоте излучения 160f ГГц= . 
Экспериментальные данные взяты из [7]. В расчетах диэлектрическая 
проницаемость алюминиевой пластины вычислялась по формуле Друде, в 
случае диэлектрической пластины 65,114,122 i-=e . Толщины пластин 
больше sph ,

20
, а их площади больше, чем площадь облучения. 

Расчет и эксперимент показывает, что в интервале углов падения от 
010  до 085  обратное отражение диэлектрической пластины больше, чем 

у проводящей. Расчетные и экспериментальные значения коэффициентов 
обратного отражения находятся в хорошем согласии. 

 
Заключение 

Таким образом, из работы следует: 
1. Обратное отражение — это волна встречная к преломленной, рас-

пространяющаяся из второй среды в первую по законам отражения и пре-
ломления;  

2. Из (2)  и (4)  следует,  что при 1j b<  имеем отражение с границы 

раздела и излучение из объема слоя глубиной ,
20
p sh ,  при  1j b>  имеем 

только объемное обратное отражение; 
3. Если вторая среда хорошо проводящая, то при 1j b<  амплитуда 

обратной волны уменьшается с ростом Δ, а при 1j b>  возрастает; 
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4. Из представленных результатов видно, что существует кросс поля-
ризационное обратное отражение, хотя среды предполагаются однород-
ными. 

5. Обратная волна — это волна с обращенным волновым фронтом. 
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A mathematical model of reflection and refraction is proposed that takes into ac-
count the effect of excitation of counter propagating waves. The reflected and re-
fracted waves are known to get excited upon irradiation of the interface in the 
neighboring media. The authors found that along with these modes, waves with a 
negative refraction angle and backward waves are also excited, propagating to the 
external source strictly in the opposite direction to the refracted and incident waves. 
In this work for the first time, an electrodynamic model (within the framework of 
classical electrodynamics) of inverse reflection in homogeneous boundary media 
separated by a maximally even one is constructed, which takes into account the ef-
fect of excitation of counter propagating waves. A generalization of this model is 
made for the case of uneven interfaces. It is established that the reverse (radar) re-
flection is an inverse wave, and not a special case of backward scattering, as it is 
commonly assumed.  Analytic expressions for the coefficients of inverse reflection 
are determined. A comparison of the theoretical and experimental results has been 
made, and a good agreement has been found. The results of the work make a defi-
nite contribution to the electrodynamics of continuous media and has great practical 
importance. 
Keywords: counter propagating waves; backward waves; backward reflection; Fres-
nel formulas; backward reflection coefficient; polarization; thermal radiation. 
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