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Рассматривается обобщенный вариант билинейной задачи оптимального пла-
нирования инвестиций. Экономическая интерпретация этой постановки пред-
ставляет собой упрощенный вариант общей задачи распределения ресурсов в
двухсекторной экономической модели специального вида. На основе класси-
ческого принципа максимума получены условия на параметры задачи, сохра-
няющие простейшую структуру экстремального управления, в которой отсут-
ствуют особые участки магистрального типа. Фактически эти условия обеспе-
чивают «корректность» единственной точки переключения экстремального
управления. В данном случае эта точка является единственным корнем нели-
нейного уравнения с экспонентой, которое имеет удобную структуру для ите-
рационного поиска решения. Получены условия на конечное время, которые
характеризуют стратегии долгосрочного и краткосрочного планирования. По-
скольку рассмотренная задача является невыпуклой, то проведен дополни-
тельный анализ на предмет оптимальности экстремальных управлений. Свой-
ство оптимальности построенных управлений проверяется с помощью доста-
точных условий, которые получены на основе точных формул приращения
функционала, использующих фазовую вогнутость функции Понтрягина и
сильную экстремальность управления.
Ключевые слова: невыпуклая задача оптимального управления; принцип мак-
симума; точка переключения; достаточные условия оптимальности.

Для цитирования:
Аксенюшкина Е. В. Решение одной задачи оптимального распределения ре-
сурсов // Вестник Бурятского государственного университета. Математика,
информатика. 2019. № 1. С. 3–12.

Введение
Рассмотрим следующую задачу оптимального управления:
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Здесь ],0[ TtÎ  — время, )(tu  — управление, )(tx  — фазовая траекто-
рия, ]),0([ˆ TC  — пространство кусочно-непрерывных функций на ],0[ T ,
V — множество допустимых управлений. Выделим параметры задачи (1):
g ; 0>a ; )1,0(Îe ; 00 >x ; 0>T .

В содержательной интерпретации данная постановка представляет со-
бой упрощенный вариант общей задачи распределения ресурсов в двух-
секторной экономической модели специального вида [1; 2]. В свою оче-
редь,  частный случай задачи (1)  при 0=g , 1=e  (билинейная задача оп-
тимального планирования инвестиций) хорошо изучен в литературе и
часто представляется в качестве методического примера использования
принципа максимума.

В этом случае оптимальное управление имеет вид
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В данной статье для рассмотренной нелинейной задачи (1) найдены
условия на параметры, при которых оптимальное управление сохраняет
указанную структуру без появления особых участков магистрального ти-
па. При этом точка переключения t  является единственным корнем не-
линейного уравнения, которое представляется в виде, удобном для итера-
ций. Сохраняются привычные условия на конечный момент T : долго-
срочное планирование )),0(( TÎt  и «малые» T )0( =t .

Результаты аналогичного характера представлены в [3–7].

1 Необходимые соотношения
Приведем для задачи (1) основные соотношения, связанные с принци-

пом максимума [8; 9].
Функция Понтрягина представляется формулой

))1(()1(),,,( ueuxxuexutuxH tt -+=-+= geege ayayy .
Отсюда получаем

)(),,( t
u extxH ge yay -= .

Сопряженное уравнение имеет вид
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Обозначим tetg gyay -=),(  и перепишем сопряженное уравнение
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H -максимизирующее управление, имеет вид
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Если 0),( =ey xtg , то ]1;0[),,(* Îtxu y .
Проведем упрощение этой формулы с учетом характера фазовых тра-

екторий. Пусть Vu Î×)(  — произвольное допустимое управление.
Соответствующее фазовое уравнение имеет вид

)()()( txtutx ea=& , 0)0( xx = .
Его решение представляется формулой
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Действительно, проведем проверку:
0)0( xx = ,
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Таким образом, формула (4) для )(tx  справедлива. Из нее, в частности,
следует, что ];0[,0),( Ttutx Î>  для любого управления Vu Î×)( .

Рассмотрим формулу (3) в области 0>x . Поскольку 0>ex , то макси-
мизирующее управление не зависит от фазовой переменной, т. е. имеет
место представление
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Если 0),( =tg y , то ]1;0[),(* Îtu y .
Отметим, что
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т. е. ),()},(,0max{),(),(* tgtgtgtu yyyy +== .
Сопряженное уравнение (2) при ),(* tuu y=  принимает вид
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Пусть ];0[),( Tttx Î  — произвольная фазовая траектория, )(ty  — ре-
шение сопряженного уравнения (5) при )(txx = . Тогда имеет место свой-
ство монотонного убывания
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Поскольку 0)( =Ty , то );0[,0)( Ttt Î>y .
Таким образом, для любой фазовой траектории )(tx  и H - максимизи-

рующего управления ),(* tu y  — соответствующее решение сопряженно-
го уравнения монотонно убывает на ),0[ T и положительно:

),0[,0)(,0)( Tttt Î>< yy& .
В частности, это свойство справедливо для любого экстремального

управления )(tu  задачи (1), поскольку ],0[),),,(()( * Tttututu Î= y , при-
чем
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Кроме того, отметим, что функция переключения экстремального
управления

],0[,),()),,(( Tteuttutg t Î-= gyay

в конечный момент времени Tt =  отрицательна: .0)),,(( <-= TeTuTg gy
С учетом ее непрерывности по t  заключаем: найдется такое 0>d , что

],(,0)),,(( TTttutg dy -Î< .
Это значит, что на «финишном» промежутке по времени любое экс-

тремальное управление равно нулю.

2 Построение экстремального управления
Для некоторого экстремального управления )(tu  рассмотрим функцию

переключения ],0[),),,(( Tttutg Îy , где ),( uty  — решение уравнения (6)
с фазовой траекторией ),( utx , которая выражается по формуле (4).

Найдем производную

],0[,),()),,(( Tteuttutg
dt
d t Î-= ggyay &

и рассмотрим первый случай, когда параметр g  положителен: 0>g . То-
гда производная меньше нуля, т. е. функция переключения монотонно
убывает на отрезке ],0[ T  с отрицательным значением в конечный
момент T . Выделим точку T<t , в которой

tg

a
tytty euug 1),(0)),,(( =Û= .

Предположим, что 0>t , т. е.
),,0[,0)),,(( ty Î> ttutg
].,(,0)),,(( Tttutg ty Î<

В соответствии с этим соотношением введем управление
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На основании формулы (4) для фазовой траектории получаем
],[,)1(),( 1
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После интегрирования по ],[ Tt tÎ  получаем
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Точка переключения t  характеризуется условием tg

a
ty e1)( = , кото-

рое приводит к следующему уравнению относительно t
)(1

0 )1( tge eateaggae -- =-++ Tex . (7)
Представим его с помощью двух функций (левая и правая части равен-

ства)
)()( 21 tjtj = . (8)

Функция )]([)( 21 tjtj  монотонно возрастает [убывает] на ],0[ T , при-
чем )()( 21 TT jj > . Предположим, что )0()0( 21 jj < . Тогда уравнение (8)
имеет единственный корень *t  на интервале ),0( T .

При этом управление
*

*
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является экстремальным, поскольку
),,0[,0)),,(( ** ty Î> ttutg
].,(,0)),,(( ** Tttutg ty Î<

Обсудим предположение )0()0( 21 jj < . Фактически это условие на па-
раметры задачи

Tex ge eagae <+ -1
0 ,

которое обеспечивает «корректность» точки переключения
)],0([ ** TÎtt .

Представим это неравенство в виде
eg

ae
g -+> 1

01 xe T .

Отсюда получаем условие на конечное время



ВЕСТНИК БГУ. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА 2019/1

8

÷
ø
ö

ç
è
æ +> -e

ae
g

g
1
01ln1 xT , (9)

которое обычно трактуется как случай долгосрочного планирования.
Таким образом, при условии (9) управление )(* tu  является экстре-

мальным в задаче (1).  При этом точка переключения *t  есть единствен-
ный на ),0( T  корень уравнения (7).

Если условие (9) не выполнено (случай краткосрочного планирования),
т. е. )0()0( 21 jj ³ , то уравнение (7) не имеет решений на ),0( T . Это зна-
чит, что функция переключения )),0,(( ttg y  отрицательна на ),0( T  и экс-
тремальное управление является нулевым: ],0[,0)(* Tttu Î= .

Остается заметить, что численное решение уравнения (7) при условии
(9) можно проводить, например, с помощью метода простой итерации.
При этом достаточное условие сходимости метода ( ),0(,1|)(| 2 TÎ<¢ ttj )
нетрудно представить в явном виде через параметры задачи.

Рассмотрим, далее, второй случай, когда параметр g  отрицателен:
0<g . Будем рассуждать в рамках той же схемы относительно функции

переключения )),,(( tutg y  с экстремальным управлением )(tu . В данном
случае с учетом сопряженного уравнения

=+= teuttutg
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d ggyay ||),()),,(( &

).),,((
),(),(

||
11

tutg
utx

e
utx

t y
eaea

g
e

g
e +--

-÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
-=

Отметим, что
],0[,0)),,((,0),( Tttutgutx Î³> + y .

Поэтому отрицательность производной
dt
d   обеспечивается условием

],0[,
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1
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utx
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-e

ea
g .

На основании формулы (4) имеет место оценка сверху
Txtxutx )1()1(),( 1

0
1
0

1 eaea eee -+£-+£ --- .
В результате получаем итоговое условие на параметр g

,
)1(

||,0 1
0 Tx ea

ea
gg e -+
<<

-
(10)

которое гарантирует монотонное убывание функции переключе-
ния )),,(( tutg y  на ],0[ T .

Далее действуем по аналогии с предыдущим случаем )0( >g  вплоть до
уравнения (7) в интерпретации (8).
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В рассматриваемом случае )0( <g  функция )]([)( 21 tjtj  монотонно
убывает [возрастает] на ],0[ T , причем )()( 21 TT jj < .

Проверим, что при условии (10) на g
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Действительно,
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Далее внесем предположение )0()0( 21 jj > , которое гарантирует су-
ществование и единственность корня *t  уравнения (7) на ),0( T , что оп-
ределяет экстремальное управление )(* tu .

Это предположение приводит к неравенству на параметры
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æ -< -eg
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g 1

0
||1 xe T .

Отсюда получаем условие на конечное время (долгосрочное планиро-
вание)
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g
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||1ln
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1 xT .

Итоговые утверждения по поводу экстремального управления )(* tu
сохраняются.

В заключение прокомментируем особый случай 0=g , когда экспо-
нента уходит из рассмотрения. При этом свойство монотонности функции
переключения очевидно выполняется. Точка переключения t  определя-

ется условием
a

ty
1)( = , причем

.
)1(

)(
)( 1

0 tea
te

ty e -+

-
=

-x
T

Отсюда получаем явное выражение для экстремальной точки

).(1 1
0*
eea

a
t --= xT

Требование 0* >t  приводит к условию долгосрочного планирования

e

ea
-> 1

0
1 xT .

3 Свойство оптимальности
Рассматриваемая задача (1) является невыпуклой, поэтому построен-

ные ранее экстремальные управления нуждаются в дополнительном ана-
лизе на предмет оптимальности. С этой целью используем достаточные
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условия оптимальности типа принципа максимума, полученные в [10; 11]
на основе точных формул приращения функционала.

В задаче (1) экстремальное управление определяется условием
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Поскольку ],0[,0),( Ttutx Î>  для любого управления VuÎ , то в пре-
дыдущей формуле можно заменить траекторию ),( *utx  на любое реше-
ние ),( utx  фазового уравнения. Это значит, что управление )(* tu  являет-
ся сильно экстремальным в задаче (1) [10].

Рассмотрим далее функцию Понтрягина ),,,( tuxH y  для ),,( *utyy =
)(* tuu =

))].(1()(),([)),(,),,(( ***** tuetuutxttuxutH t -+= ge ayy

Поскольку ]1,0[)(,0),( ** Î> tuuty , то коэффициент при ex  положи-
телен ],0[ TtÎ" .

Это значит, что функция ],0[),),(,),,(( ** TtttuxutH Î"y  вогнута по
x  в области }0{ >=+ xR , содержащей все фазовые траектории.

В совокупности заключаем, что первое достаточное условие из [10]
выполнено, т. е. построенные экстремальные управления являются опти-
мальными в задаче (1).

Заключение
На основе принципа максимума проведено исследование обобщенной

задачи оптимального планирования инвестиций. Получены условия на
параметры, при выполнении которых экстремальное управление не со-
держит особых участков и сохраняет релейную структуру с одной точкой
переключения. Обосновано свойство оптимальности полученных управ-
лений.
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The article considers a generalized version of the bilinear problem of optimal invest-
ment planning. The economic interpretation of this statement is a simplified version of
the general problem of allocation of resources in a two-sector economic model of a
special form. Based on the classical principle of maximum, we have obtained condi-
tions on the task options, which preserve the simplest structure of extremal control
without special turnpike-type segments. In fact, these conditions provide "correctness"
of the only switching point of extremal control. Here, this point is the only root of the
nonlinear exponential equation, which has a convenient structure for iterative solution
search. Final time conditions that characterize long-term and short-term planning strat-
egies are obtained. Since the considered problem is nonconvex, we have carried out an
additional analysis to determine the optimality of extremal controls. An optimality
property of the constructed controls is verified by means of sufficient conditions, which
are derived from shrewd formulas for the increment of a functional based on phase
concavity of Pontryagin’s function and strong extremity of control.
Keywords: nonconvex optimal control problem; principle of maximum; switching
point; sufficient optimality conditions.
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