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Совместно с экспертами в разных областях знаний авторами статьи за по-
следние пять лет был решен ряд актуальных задач.  Используя элементы тео-
рии графов, были построены оригинальные экономичные алгоритмы для ис-
следования рассматриваемых моделей и протестированы на реальных данных.
Работа является продолжением исследований в этом направлении и задача,
решаемая в ней, поставлена специалистами в области биоинженерии.
На первом этапе в орграфе была проведена факторизация по отношению цик-
лической эквивалентности, и в каждом кластере были выделены входные и
выходные вершины (ребер извне и вовне), применяя ранее построенный авто-
рами работы экономичный алгоритм. На втором шаге, используя алгоритм
фронта волны, каждый кластер был заменен на его ациклический подграф, со-
единяющий входные вершины с выходными путями минимальной длины. Да-
лее исходный орграф был заменен на ациклический орграф, в котором нет об-
ратных связей, связывающий входные и выходные вершины кластеров.
Ключевые слова: орграф; циклическая эквивалентность; кластер; частичный
порядок; обратная связь; ациклический граф; алгоритм фронта волны; вход-
ные вершины; выходные вершины; путь в графе.
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Введение
Ранее авторами работы был построен последовательный алгоритм

факторизации вершин ориентированного графа (его детальное описание
см. [1]) по отношению циклической эквивалентности. Построенный алго-
ритм был применен для решения задач, поставленных специалистами по
биоинженерии [2–5]. Главным элементом такого анализа является выде-
ление подсетей, выполняющих определенные функции, а также изучение
соединений между ними.

Основной трудностью решения таких задач является большое количе-
ство вершин и ребер в орграфе.  Поэтому появилась идея по аналогии с
методом главных компонент в математической статистике упростить ис-
ходный орграф путем удаления из него обратных связей с сохранением
всех входных и выходных вершин. При этой замене из каждой вершины
подграфа должен существовать путь хотя бы в одну выходную вершину, а
в каждую вершину должен существовать путь хотя бы из одной входной
вершины.

В настоящей работе дается алгоритмическое решение этой задачи.  На
первом этапе в орграфе выделяются фактор-вершины (классы цикличе-
ской эквивалентности (кластеры)) и фактор-ребра между ними. В каждом
кластере выделяются его входные и выходные вершины. На втором шаге,
используя алгоритм фронта волны, каждый кластер заменяется на ацик-
лический подграф, соединяющий входные и выходные вершины кластера.
Таким образом, весь исходный орграф заменяется на ациклический под-
граф, связывающий входные и выходные вершины кластеров.

Формальная постановка задачи
Рассмотрим ациклический орграф A  с конечным множество вершин

( )P A  и множеством ребер ( )Q A . На множестве ( )P A  введем отношение
частичного порядка: 1 2 1 2, , ( ),u u u u P AÎf  если существует путь из вер-
шины 1u  в вершину 2u . Обозначим ( )U A  ( ( )V A ) множество макси-
мальных (минимальных) элементов в ( )P A  по отношению .f  Множество

( )V A  состоит из вершин,  в которые не входят ребра (множество выход-
ных вершин), а ( )U A  состоит из вершин, из которых не выходят ребра
(множество входных вершин). Множества ( )U A , ( )V A  могут пересекать-
ся и могут быть пустыми.

Лемма 1. Из любой выходной вершины ациклического орграфа A  су-
ществует путь в какую-либо входную вершину.  В любую входную вер-
шину ациклического орграфа A  существует путь из какой-либо выходной
вершины.

Доказательство. Пусть ( )u V AÎ  и 0 { }U u= , положим, 1U  — множе-
ство вершин, в которые можно попасть путем единичной длины из 0.U
Обозначим 2U  множество вершин из дополнения 0 1( ) \{ }P A U UÈ ,  в ко-
торые можно попасть путем единичной длины из множества 1U . Далее по
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индукции определим множества , 3kU k ³  как множество вершин из до-
полнения 0 1 1( ) \{ ... }kP A U U U -È È È , в которые можно попасть путем
единичной длины из множества kU . Эта рекуррентная процедура закон-
чится на шаге l , так как множество ( )P A  конечно.  Тогда все вершины
множества lU  являются входными, ( ),lU U AÌ  и из вершины ( )u V AÎ
можно провести путь в любую из вершин множества lU . Первое утвер-
ждение леммы доказано. Доказательство второго аналогично.

Рассмотрим теперь произвольный орграф A  с конечным множеством
вершин ( )P A  и ребер ( )Q A . Профакторизуем его по отношению
циклической эквивалентности: вершина 1u  эквивалентна вершине 2u ,

если существует цикл, содержащий обе вершины. Назовем классы
циклической эквивалентности фактор-вершинами и обозначим их ,ig
1 ,i s£ £ .i jg gÇ =Æ Из фактор-вершины ig  проведем ориентированное
фактор-ребро в фактор-вершину jg , если существуют вершины ' ,iu gÎ

* ju gÎ , такие, что ( ', *) ( ).u u Q AÎ Тем самым по орграфу A

определяется фактор-граф [ ]A  с множеством фактор-вершин
1

s

i
i

G g
=

=U  и

множеством фактор-ребер
1

* \ (( ))
s

i
i

Q Q Q gA
=

= U (среди них есть кратные).

Очевидно, что по построению фактор-граф [ ]A  является ациклическим.
Каждая фактор-вершина ig  — это подмножество множества ( )P A ,  в

ней можно выделить подмножества входных ( )iU g и выходных вершин

( ), 1 .i sV g i£ £  Под входной вершиной кластера понимается вершина, в
которую входит ребро извне кластера, под выходной вершиной понима-
ется вершина,  из которой выходит ребро вовне кластера.  Сопоставим ка-
ждому кластеру , 1 ,ig G i sÎ £ £  ациклический орграф ig , удовлетво-

ряющий включению ( ) ( ) ( )i i iU g V g P gÍU , причем в орграфе ig  из лю-
бой выходной вершины существует путь в какую-либо входную вершину,
а в любую входную вершину существует путь из какой-либо выходной
вершины. Соединим входные и выходные вершины ациклических оргра-
фов , 1ig i s£ £  ребрами из множества *Q  (состоит из ребер, идущих из
выходных вершин одних кластеров во входные вершины других класте-

ров) и обозначим A  орграф c множеством вершин
1

( ) (g ) (g )
s

i i
i

P A V U
=

= ÈU

и множеством ребер *( )Q A Q= . Из построения орграфа A  вытекает
следующее утверждение.
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Лемма 2. Орграф A  является ациклическим.

Описание алгоритма
Нашей задачей является замена исходного орграфа A  на ациклический

орграф A . На первом этапе строится фактор-граф [ ]A , применяя, напри-
мер, ранее построенный авторами работы экономичный алгоритм [1], и в
каждом кластере выделяются входные и выходные вершины.

На втором шаге в каждом кластере g GÎ  выделяется ациклический
подграф g . Преобразования кластера g  в ациклический орграф g  со-
стоит из следующих этапов.

Сначала строим ациклический подграф g  орграфа g , содержащий

непустое подмножество ( ) (g)U g UÍ  множества входных вершин и мно-

жество (g)V  всех выходных вершин. Затем строим ациклический подграф
*g , состоящий из путей, начинающихся в какой-либо вершине множест-

ва ( ) ( ) ( )\*U U g gg U=  и заканчивающихся в какой-либо вершине

множества ( )P g . Очевидно, что объединение *g g g= È  также образует

ациклический граф, причем ( ) ( )V g gPÍ .

Построение ациклического графа g . Строим ациклический подграф

'g , орграфа g , содержащий непустое подмножество ( ) (g)U g UÍ  мно-

жества входных вершин и множество (g)V  всех выходных вершин. Для
этой цели в кластере g  реализуем рекуррентный алгоритм фронта волны
из множества всех входных вершин ( )U g  до тех пор,  пока фронт не
пройдет через все выходные вершины (g)V :

{ }0 1 ,
0

( ), : ( , ) ( ) , 0,..., 1,
k

k t k
t

A U g A j A i A i j Q g k T+
=

= = Ï $ Î Î = -U

( ){ } ( ) ( ) ( )
0 0

min : , ' , ' .
k

t

T

t t
t

T k V g PA g V g PA g
= =

Í Í= =U U (1)

Из каждой выходной вершины (g)v VÎ , которая обязательно принад-
лежит одному из построенных множеств, например ( )r vv AÎ , следующей

рекуррентной процедурой доходим по графу 'g  до множества входных
вершин:
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( ){ }0 1 ( ) 1{ }, : , ( , ) ' , 0,..., ( ) 1.v v v
k r v k kB v B i A j B i j Q g k r v+ - -= = Î $ Î Î = - (2)

В результате в графе 'g  строится подграф '( )g v . Тогда подграф

(g)
'( )

v V
g g v

Î
= U  ациклического графа 'g  удовлетворяет следующим соот-

ношениям: ( ) ( )( )
(g)

, (g) .v
r v

v V
B U g V P g

Î
= ÌU

Построение ациклического графа g * . Построение графа g *  анало-

гично построению графа g  с некоторыми изменениями. Сначала реали-

зуется алгоритм фронта волны из множества ( )P g , пока фронт не прой-

дет через все вершины множества ( )*U g , меняя ориентацию ребер ( ),i j
в соотношении (1) на противоположную ( ),j i . Далее из каждой вершины

( )*u U gÎ  реализуется рекуррентная процедура (2) с заменой ориентации
ребер ( ),i j  на ( ),j i .

Пример
Опишем на примере орграфа, представленного графически (рис. 1), ра-

боту построенного алгоритма. В рассматриваемом графе выделено 4 клас-
са эквивалентности, на рисунке каждый подграф, являющийся классом
эквивалентности, выделен овалом. Для этой цели можно воспользоваться
разработанным авторами алгоритмом [1]. Входные вершины обозначены
на рисунке квадратами, выходные вершины заключены в серые круги,
одна вершина является и входной, и выходной (вершина 2). Остальные
вершины обозначены белыми кругами.

Рис. 1. Исходный орграф
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Остановимся на одном кластере данного графа, состоящего из пяти
вершин, обозначим его g : ( ) {1,2}, ( ) {2,5,4}.U g V g= =  Сначала составим
множества { }0 1 2( ), 3,5 , {4}, 2,A U g A A T= = = =  так как

2

0
(1,3), (2,5), (5,4) ( ), ( ) .t

t
Q g V g A

=
Î Ì U

Построим ациклический подграф 'g  (рис. 2).

Рис. 2. Ациклический подграф 'g
Теперь для каждой выходной вершины ( )v V gÎ строим множества v

iB :
2 5 5 4 4 4
0 0 1 0 1 22 : {2}, 5 : {5}, {2}, 4 : {4}, {5}, {2},v B v B B v B B B= = = = = = = = =

так как ( )(2,5), (5,4) ' .Q gÎ

Тогда множества вершин и ребер подграфа g  состоят из следующих
элементов

( ) ( ){(2,5), (5,4)}, {2,5,4}.Q g P g= =

Затем аналогичным образом строим ациклический подграф *g , со-
стоящий из путей, начинающихся в вершине 1 множества ( )* {1}U g = =

( ) ( )\U g U g= и оканчивающийся в какой-либо вершине множества

( )P g .  В нашем случае множества вершин и ребер подграфа *g  состоят

из следующих элементов: ( ) ( )* *{(1,2)}, {1,2}.Q g P g= = Тогда ацикличе-

ский подграф *g gg= È  построен (рис. 3).
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Рис. 3. Ациклический подграф g

Итак, каждому кластеру g GÎ  сопоставляется ациклический орграф

g , удовлетворяющий включению ( ) ( ) ( )U g V g P gÍU . Тогда, соединяя

входные и выходные вершины ациклических орграфов g  ребрами из
множества *Q , получаем ациклический орграф (рис. 4), содержащий все
входные и выходные вершины кластеров.

Рис. 4. Ациклический результирующий орграф

Заключение
Совместно со специалистами по биоинженерии построенный алгоритм

преобразования ориентированного графа в ациклический был апробиро-
ван на белковой сети, получены практические выводы [6].
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Over the past five years together with experts in various fields of knowledge we
have solved a number of urgent problems. Using elements of graph theory, we con-
structed original economic algorithms to study the models under consideration and
tested them on real data. The article is a continuation of researches in this field, and
the current task has been formulated by experts in bioengineering.
At the first stage, a factorization by equivalence relation was carried out in the di-
graph, we identified input and output vertices (of inward and outward edges) in
each cluster using the previously developed by us economic algorithm. At the sec-
ond stage, each cluster was replaced by means of an algorithm of wave front with
its acyclic subgraph connecting the input vertices with the output paths of the
minimal length. Further, the initial digraph was replaced by an acyclic digraph
without feedbacks connecting input and output vertices of clusters.
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