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В работе рассматривается уточненная обобщенная математическая модель,
которая позволяет описывать более широкий класс систем взаимосвязанных
твердых тел, упруго прикрепленных к балке Эйлера — Бернулли. Уточненная
обобщенная математическая модель описывается неоднородной линейной
гибридной системой дифференциальных уравнений с коэффициентами, зави-
сящими от дельта-функций Дирака. Присутствующая в системе неоднород-
ность вызывает необходимость нахождения начальных условий, соответст-
вующих положению тел, и прогиба балки в состоянии равновесия. Под поло-
жением равновесия механической системы понимается решение исходной
гибридной системы дифференциальных уравнений, которое не изменяется во
времени. Предложен подход к нахождению положения равновесия системы
твердых тел, прикрепленной к балке Эйлера — Бернулли, в выбранной систе-
ме координат как обобщенное решение вспомогательной алгебраическо-
дифференциальной системы уравнений.
Ключевые слова: твердое тело; балка Эйлера — Бернулли; гибридная система
дифференциальных уравнений; положение равновесия.
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Введение
Математическая модель системы взаимосвязанных твердых тел, при-

крепленной к балке Эйлера — Бернулли упругими связями, представлен-
ная в виде гибридной системы дифференциальных уравнений (ГСДУ),
имеет вид
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где x  — переменная, описывающая координатную ось, совпадающую с
покоящейся балкой; ( )q t  — n-мерная вектор-функция, описывающая
перемещение тел; ( , )u x t  — скалярная функция, описывающая
поперечные перемещения точек стержня; ( )u t  — m -мерная вектор-
функция с элементами 1 2( , ), ( , ), , ( , )mu a t u a t u a t¼ ; ,A C  —  заданные,  со-
гласно начальным условиям, постоянные n n´  — матрицы; C —
заданная, согласно начальным условиям, постоянная n m´  — матрица;
D  — заданная, согласно начальным условиям, постоянная m n´ —
матрица; id — n-мерный вектор, составленный из строк матрицы D ;

, , , , ( 1, )i ia c a k i m=  — заданные постоянные, причем 0 ia l£ £ ; ( )T×  —
операция транспонирования [1; 2].

На функцию ( , )u x t  накладываются граничные условия, соответст-
вующие некоторым условиям закрепления концов балки:

1 2( (0, )) 0, ( ( , )) 0u t u l tG = G = . (2)
Отметим,  здесь решение краевой задачи (1)–(2)  понимается в обоб-

щенном смысле [2; 3].
При выборе структуры обобщенной математической модели в виде

ГСДУ (1) были приняты некоторые допущения относительно расположе-
ния точек крепления пружин к твердым телам по компоненте z  в системе
координат, связанной с твердыми телами. При этом положение равнове-
сия механической системы в предложенной системе координат определя-
ется в виде начальных условий следующим образом

(0) 0, ( ,0) 0, 0q u x x l= = £ £ .  (3)
В работе рассматривается уточненная обобщенная математическая мо-

дель, позволяющая описать более широкий класс систем взаимосвязан-
ных твердых тел, прикрепленных к балке Эйлера — Бернулли упругими
связями, чем обобщенная математическая модель (1).

1 Постановка задачи
Уточненная обобщенная математическая модель для взаимосвязанных

систем твердых тел, прикрепленных к балке Эйлера — Бернулли с помо-
щью пружин, в виде ГСДУ имеет вид
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где b  — n -мерный заданный вектор; , ( 1,2,..., )iP i m=  — заданные числа.
В начальный момент времени система твердых тел, прикрепленная к

балке Эйлера — Бернулли, описываемая ГСДУ (4) в введенной системе
координат будет иметь отличные от нулевого (3) начальные условия

(0) , ( ,0) ( ), 0q q u x V x x l= = £ £ .  (5)
Здесь q  — некоторый n -мерный вектор, определяющий расположение
системы твердых тел; ( )V x  — некоторая скалярная функция, опреде-
ляющая прогиб балки. Совместно q  и ( )V x  определяют положение рав-
новесия системы твердых тел, прикрепленной к балке Эйлера — Бернул-
ли в выбранной системе координат.

2 Положение равновесия
Определим положение равновесия механической системы, как реше-

ние ГСДУ (4),  которое не изменяется во времени. Подставив q q=  и
( , ) ( )u x t V x= , получим систему алгебраическо-дифференциальных урав-

нений
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Здесь V — m -мерный вектор с компонентами 1 2( ), ( ), , ( )mV a V a V a¼ .
На функцию ( , )u x t  наложены краевые условия (2), следовательно

функция ( )V x  должна удовлетворять соответствующим краевым услови-
ям

1 2( (0)) 0, ( ( )) 0V V lg g= = .  (7)
Относительно функций, определяющих краевые условия (7) можем

предположить справедливость следующего свойства [2]

1 1
( ( )) ( ( )), ( 1, 2)

m m

j i i i j i
i i

k v x k v x jg g
= =

= =å å ,  (8)

где ik  — постоянные, ( )i xn  — функции.
Определение 1. Вектор q , функцию ( )V x  назовем обобщенным реше-

нием краевой задачи (6)–(7), если они удовлетворяют алгебраическим
уравнениям из системы (6), краевым условиям (7) и для любой основной
функции ( )xj  [4] имеет место тождество:
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Теорема 1. При любых значениях q  для обобщенного решения ( )V x
дифференциального уравнения системы (6), удовлетворяющего краевым
условиям (7) справедливо представление

( )
1

( ) ( ) ( ( )
m

iT
i i i i i

i
V x x a k d q V a Ph

=

= - - +å  , (10)

где функции ( ), ( 1,..., )i x i mh = являются обобщенными решениями урав-
нения

4

4 ( )idc x
dx
h

d=
(11)

при выполнении некоторых краевых условий
1 2( ( )) 0, ( ( )) 0i i i ia l ag h g h- = - = .  (12)

Доказательство: Для функции ( )V x , удовлетворяющей представле-
нию (10), справедливость выполнения краевых условий (7) непосредст-
венно следует из краевых условий (12) для функций ( ), ( 1,..., )i x i mh =  в
силу свойства (8) функций, определяющих краевые условия (7).

Из тождества (9) следует, если функция ( )V x  является обобщенным
решением дифференциального уравнения системы (6), тогда для любой
основной функции ( )xj  справедливо следующее
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Представим (10) в виде
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Подставим (14) в левую часть соотношения (13). Последовательно ме-
няя порядок интегрирования и учитывая (9), получим
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выражение, которое совпадает с правой частью (11).

Таким образом, доказана справедливость представления (10) для
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обобщенного решения ( )V x  дифференциального уравнения системы (6).
Теорема доказана.

Для нахождения q  и ( )V x , задающих положение равновесия системы
твердых тел, прикрепленной к балке Эйлера — Бернулли в выбранной
системе координат, в начале, подставив последовательно в соотношение
(10) значения , ( 1,2,..., )ix a i m= = , получим систему линейных алгеб-
раических уравнений относительно 1 2( ), ( ), ( )mV a V a V a

1 1,
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Систему (15) с помощью матричных обозначений можно записать в
виде

1Nq MV b- = ,  (16)
где M — матрица размерности m m´ :
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1b  — m -мерный вектор:
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Получим систему линейных алгебраических уравнений относительно
,q V , объединив первое уравнение системы (6) с системой (16).

1

( ) ,
.

C C D q CV b
Nq MV b

ì + - =ï
í

- =ïî
(17)

Когда определены обобщенные решения ( ), ( 1,..., )i x i mh =  уравнения
(11), удовлетворяющие краевым условиям (12), то из решения системы
(17) можем найти значения векторов q  и V , которые позволяют найти
прогиб балки в соответствии с (10).

Функции 1 2( ), ( ),..., ( )mx x xh h h ,  входящие в представление (10),  мо-
жем определить решением m  краевых задач для уравнения

4

4

( ) ( )d xc x
dx
h d=  (18)

с краевыми условиями (12).
Общее обобщенное решение 1 2 3 4( , , )x c c c ch % % % %  уравнения (18) можно

найти в виде суммы общего решения соответствующего однородного
уравнения

2 3
0 1 2 3 4 1 2 3 4( , , )x c c c c c c x c x c xh = + + +% % % % % % % % ,

где 1 2 3 4, , ,c c c c% % % %  — произвольные постоянные и некоторого обобщенного
решения ( )xh%  неоднородного уравнения (18):

1 2 3 4 0 1 2 3 4( , , ) ( , , ) ( )x c c c c x c c c c xh h h= + %% % % % % % % % . (19)
В качестве частного обобщенного решения ( )xh%  уравнения (18) рас-

смотрим в соответствии с [3]
( ) ( ) ( )x g x xh q=% ,  (20)

где ( )g x  — решение однородного уравнения, удовлетворяющее началь-
ным условиям

2 3

2 3

1(0) 0, (0) 0, (0) 0, (0)dg d g d yg
dx dx dx c

= = = = , (21)

( )xq  — классическая функция Хэвисайда.
Решение однородного уравнения, удовлетворяющее начальным усло-

виям (21), может быть найдено в виде:
31( )

6
g x x

c
= .

Таким образом, общее обобщенное решение 1 2 3 4( , , , , )x c c c ch % % % %  уравнения
(18) в соответствии с (19)–(20) может быть представлено следующим об-
разом:

2 3 3
1 2 3 4 1 2 3 4

1( , , , , ) ( )
6

x c c c c c c x c x c x x x
c

h q= + + + +% % % % % % % % . (22)
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После вычисления значений произвольных констант 1 2 3 4, , ,c c c c% % % %  при
условии выполнения граничных условий (12) находим обобщенные ре-
шения 1 2( ), ( ),..., ( )mx x xh h h .

Заключение
Уточнение обобщенной математической модели системы взаимосвя-

занных твердых тел, прикрепленных к балке Эйлера — Бернулли упруги-
ми связями, описываемой ГСДУ (1), приводит к рассмотрению ГСДУ (4).
В связи с этим возникает необходимость нахождения положения равнове-
сия в выбранной системе координат. Найденные значения векторов q  и
V  из решения системы линейных алгебраических уравнений (17) позво-
ляют найти прогиб балки ( )V x в соответствии с соотношением (10). При
этом вектор q  и функция ( )V x  определяют положение равновесия сис-
темы твердых тел, прикрепленной к балке Эйлера — Бернулли в выбран-
ной системе координат.

Заметим, если сделаем замену переменных в ГСДУ (4)
( ) ( ) , ( , ) ( , ) ( )q t q t q u x t u x t V x= + = +% % ,

то переменные ( )q t% ( , )u x t%  можно интерпретировать как переменные, опи-
сывающие колебания механической системы относительно положения
равновесия (состояния покоя).  При этом они удовлетворяют ГСДУ (1).
Отметим,  что для систем твердых тел,  прикрепленных к балке Эйлера —
Бернулли,  описываемых ГСДУ (1),  разработано алгоритмическое [5]  и
программное [6] обеспечение исследования свободных колебаний.
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The article considers a refined generalized mathematical model that allows us to de-
scribe a wider class of systems of interconnected solids elastically attached to an
Euler—Bernoulli beam. The model is described by a non-uniform linear hybrid sys-
tem of differential equations with coefficients depending on the Dirac delta func-
tions. Nonhomogeneity in the system necessitates finding the initial conditions cor-
responding to the position of bodies and beam deflection in a state of equilibrium.
The equilibrium position of a mechanical system is understood as a solution of the
initial hybrid system of differential equations that doesn’t vary with time. It is pro-
posed an approach to find the equilibrium position of the system of solids attached
to an Euler—Bernoulli beam in the chosen coordinate system.
Keywords: solid; Euler—Bernoulli beam; hybrid system of differential equations;
equilibrium position.
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