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Поставлена и решена задача Дирихле для уравнений Гельмгольца электро-
магнитных волн, распространяющихся в эллиптическом цилиндре, заполнен-
ном продольно намагниченным ферритом, который описывается тензором
второго ранга. Предполагается, что цилиндр имеет бесконечно проводящую
стенку. Для решения краевой задачи уравнений Гельмгольца для продольных
компонент электромагнитных волн применяется метод укорочения исходного
дифференциального уравнения и метод разделения переменных. Решение ука-
занной краевой задачи в эллиптических координатах связано с использовани-
ем четных и нечетных обыкновенных и модифицированных функций Матье
1-го рода. Используя полученные результаты, определены все компоненты
электромагнитных волн для четных и нечетных решений.  Применив условие
Дирихле к компонентам электромагнитных волн и решив систему линейных
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однородных алгебраических уравнений, получены дисперсионные уравнения
электромагнитных волн, которые имеют важное практическое значение и
позволяют проводить исследования распространения гибридных волн в
данной области.
Ключевые слова: эллиптический цилиндр; феррит; задача Дирихле; уравнение
Гельмгольца; электромагнитная волна; продольное намагничивание; гиро-
тропная область; поперечные компоненты электромагнитного поля; функции
Матье; дисперсионное уравнение.

Для цитирования:
Ширапов Д. Ш., Итигилов Г. Б., Юмов И. Б., Анахин В. Д., Дамбаев Ж. Г. За-
дача Дирихле для уравнений Гельмгольца в гиротропной эллиптической об-
ласти при продольном намагничивании // Вестник Бурятского государствен-
ного университета. Математика, информатика. 2019. № 3. С. 17–31.

Введение
Вопросам распространения электромагнитных волн в магнитоактивных

средах начали уделять пристальное внимание во второй половине XX в.
в связи с дальнейшим развитием радиотехники и совершенствованием
технологии получения ферритов, когда стало возможным изготовление
невзаимных устройств в области сверхвысоких частот.  Большой вклад в
развитие теории распространения электромагнитных волн в ферритовых
средах внесли такие видные ученые, как Г. Сул, Л. Уокер [1], Б. Лакс,
К. Баттон [2], в чьих работах определение векторов электромагнитного
поля осуществляется прямым решением системы уравнений Максвелла в
строгом виде. В этих и других работах, как правило, не рассматриваются
эллиптические волноводы с ферритовым заполнением или рассматрива-
ется изотропный случай [3].  Поэтому является актуальным анализ рас-
пространения электромагнитных волн в эллиптических волноводах с
ферритовым заполнением.

Рассматривается продольно намагниченный эллиптический цилиндр с
бесконечно проводящей стенкой. Область цилиндра заполнена ферритом,
диэлектрическая проницаемость ε которого изотропна, а тензор магнит-
ной проницаемости определяется выражением
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постоянного магнитного поля, 00YMm mw = , 0M  — намагниченность на-

сыщения феррита, 2
0

20 ww
ww

m
-

= mk , w  — циклическая частота, .0|| mm »

Для исследования распространения электромагнитных волн (ЭМВ) в этой
области необходимо знать в эллиптической системе координат (ξ,  φ,  z),
как поперечные компоненты электрического (Eξ, Eφ) и магнитного (Hξ, Hφ)
полей, так и продольные компоненты Ez, Hz.

Если в [4] были получены поперечные компоненты электромагнитного
поля для данной области
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то продольные компоненты Ez  электрического поля и Hz магнитного поля
неизвестны. Здесь γ — постоянная распространения,

,, 22222222 gewemwgewemw --=-+= -+ kgkg

( )jxjx 2cos25,0cos22 -=-= chchd  — геометрический параметр,
222 gemw -=a , e — фокусное расстояние эллипса, 222 gemw -= ^c .

В статье ставится задача определения продольных компонент электро-
магнитного поля.

1 Задача Дирихле для уравнения Гельмгольца
Для решения поставленной задачи необходимо решить следующую за-

дачу Дирихле для уравнений Гельмгольца ЕН-обыкновенной и НЕ-
необыкновенной волн [5]
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При этом условие Дирихле для электрического поля на границе беско-
нечно проводящей эллиптической области будет иметь вид:

0||
00
== == xxjxx ΕΕZ .                                         (3)

Отметим, что система дифференциальных уравнений (2) описывает
распространение гибридных ЭМВ, возникающих из-за гиротропности об-
ласти распространения [1; 2; 6].

Для решения системы (2) преобразуем ее, применяя метод укорочения
исходного дифференциального уравнения [1; 7]. Для этого умножим вто-
рое уравнение (2) на Lj  и сложим с первым
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Введем обозначение
y=L+ ZZ HjE .                                              (5)

Подставив (5) в (4) и учитывая, что ZZ HjE L-Y= , после компоновки
относительно Y  и ZE , получим:
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В правой части (6) имеем квадратное уравнение относительно L

0||
222||

||
22 =-L÷÷

ø

ö
çç
è

æ
+--+L ^ m

gwmgemwg
m
m

emw
m

gwe
kk

.    (7)

В предположении, что 2,1L  являются корнями уравнения (7), формула
(6) принимает вид:
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Подставляя корни 1L  и 2L  в (8), получим два его решения 1Y  и 2Y .
Тогда из (5) будем иметь:
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Из (9) получим:
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.
12

21

L-L
Y-Y

= jH Z                                                               (11)

При известных 1Y  и 2Y  уравнение (6) может быть записано
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Уравнения Гельмгольца (12) после подстановки

( )jx 2cos2
2
12 -= chd

примут вид:
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Далее уравнения (13) решаются методом разделения переменных [8].
Решения будем искать в виде

111 jx YY=Y , 222 jx YY=Y ,                                             (14)

где 1xY  и 2xY  — функции, зависящие только отx , а 1jY  и 2jY  — толь-
ко от j .

Подставив (14) в уравнения (13) и разделив первое уравнение (13) на
11 jx YY , а второе — на 22 jx YY , получим:
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В (15) выражения в первых квадратных скобках зависят только от x , а
во вторых квадратных скобках — только от j .

Уравнения системы (15) могут выполняться только в том случае, если
выражения в квадратных скобках в каждом из уравнений по отдельности
будут равны одной постоянной величине, но с разными знаками, т. е.
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Умножив первую формулу в (16) на 1xY , вторую — на 1jY , получим:
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и ^^ = emw 22k , xxx ZZ HjE 11 L+=Y , jjj ZZ HjE 11 L+=Y .

Умножив первую формулу в (17) на 2xY , а вторую — на 2jY , полу-
чим:
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где
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и xxx ZZ HjE 22 L+=Y , .22 jjj ZZ HjE L+=Y
В системах (18), (20) вторые уравнения являются обыкновенными

уравнениями Матье, а первые — модифицированными уравнениями Ма-
тье [3; 9]
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Далее,  представляя решения (18)  и (20)  в виде jxYY=Y  согласно

[3; 9], получим частные решения ( )2,1, qcem jj =Y  или ( )2,1,qsem j  с по-

стоянным множителем, а для ( )2,1, qСem xx =Y  или ( )2,1,qSem x . Здесь

( )2,1,qcem j  и ( )2,1,qsem j  — четная и нечетная, соответственно, периоди-
ческие обыкновенные функции Матье целого порядка m  с действитель-
ными b (или s) и q .

Тогда, учитывая принцип суперпозиции, получим общие решения (18),
(20) [3; 9]
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где 2,1mC , 2,1mS  — произвольные постоянные.
Для любого m  имеется два типа решений (четные и нечетные) [3; 9; 10]
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где 2,1YС  — четные решения, а 2,1YS  — нечетные.
В связи с тем, что в эллиптической области волны делятся на четные и

нечетные, то (10) и (11) после объединения примут вид:
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Выражения (25) с учетом (24) примут вид:
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(26)

Выражения (26), определяющие продольные компоненты электромагнит-
ного поля, являются общим решением дифференциальных уравнений (2).

Подставив (26) в (1) и добавив продольные компоненты,  получим вы-
ражения для всех шести составляющих (четных) гибридных волн
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Здесь 21, mm CC  — амплитудные коэффициенты, ( )2,1,qcem j  — обык-

новенная функция Матье 1-го рода целого порядка m, ( )2,1,qСem x  — при-
соединенные (модифицированные) функции Матье 1-го рода (с целым
индексом) и ( )2,1

' ,qcem j , ( )2,1
' , qCe x  — производные функций Матье 1-го

рода. Параметры функций Матье 1q , 2q и корни (7) 2,1L  определяются,
соответственно, по формулам (19), (21) и (22).

Выражения для нечетных волн получаются аналогично, только необ-
ходимы следующие замены

seceSeCeSCSC mmmm ®®®® ,,, 2211 .
Для определения произвольных постоянных 21, mm CC  в (27) использу-

ем граничные условия (3). Из (3) следует, что тангенциальные состав-
ляющие электрического поля равны нулю на стенках ( 0xx = ), ограничи-
вающих эллиптическую область, т. е.
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Применяя условие (28) к (27) для ZE  и jE , получим:
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    (29)

Равенства (29) являются системой линейных однородных алгебраиче-
ских уравнений относительно амплитудных коэффициентов 1mC  и 2mC .

Для существования нетривиальных решений системы (29) ее опреде-
литель должен равняться нулю
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В (30)  вынеся за скобки ( )10 , qCem x  в первом слагаемом и
( )20 ,qCem x  —  во втором,  полученный результат разделим на
( ) ( )21 ,, qceqce mm jj
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Вначале преобразуем первые две слагаемые величины в левой части
(31)
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В (32) выражения в круглых скобках выразим через 1q  (19) и 2q  (21), а
затем вместо 1L  и 2L  подставим их значения (22). Тогда получим:
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Далее преобразуем третье и четвертое слагаемые выражения в (31)
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Подставив (33), (34) в (31) и умножив полученное выражение на
2m

gek ,

имеем:
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Подставляя в (35) 1L  и 2L из (22), получим
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  (36)

Формула (36) представляет собой дисперсионное уравнение четных волн,
полученное в результате решения задачи Дирихле (2), (3). Отметим, что (36)
имеет вид, аналогичный полученному для кругового гиротропного цилиндра [6].

Чтобы получить дисперсионное уравнение для нечетных волн, в (36)
надо сделать замены
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где ( )2,10 ,qSe x  и ( )2,10
' ,qSe x  — нечетные присоединенные (модифициро-

ванные) функции Матье1-го рода (с целым индексом) и их производные,
( )2,1,qsej  и ( )2,1

' , qse j  — нечетные обыкновенные функции Матье 1-го
рода целого порядка m и их производные.

Заключение
Решение задачи Дирихле для уравнений Гельмгольца в гиротропном волново-

де в строгой постановке приводит к большим затруднениям из-за громоздких вы-
ражений для компонент электромагнитного поля.  В то же время в работе [11] для
круглого продольно намагниченного ферритового волновода показано, что реше-
ния краевых задач методом укорочения исходного дифференциального уравнения
полностью совпадают с решениями задачи в строгой постановке и образуют пол-
ные решения краевых задач для ферритовых волноводов.

В данной работе впервые осуществлена адаптация метода укорочения ис-
ходного дифференциального уравнения для случая эллиптического волновода
с ферритовым заполнением при продольном намагничивании. Полученные
результаты позволяют исследовать различные характеристики распростране-
ния ЭМВ в эллиптическом гиротропном волноводе при продольном намагни-
чивании и поставить задачу идентификации параметров намагничивающего
магнитного поля и управляемых переменных, характеризующих «свойства
заполняющей пространство ферритовой среды», в заданном классе функций.
В частности, провести исследование зависимости постоянной распростране-
ния ЭМВ от свойств заполняющей волновод ферритовой среды и параметров
намагничивающего магнитного поля.
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Основные выводы таковы:
1. Поставлена и решена задача Дирихле для уравнений Гельмгольца

с целью нахождения компонент электромагнитного поля в гиротропном
эллиптическом цилиндре с продольным намагничиванием.

2. На основе решения задачи Дирихле получены дисперсионные
уравнения ЭМВ, позволяющие проводить исследования распространения
гибридных в эллиптическом гиротропном волноводе, такие как установ-
ление зависимости постоянной распространения ЭМВ от свойств запол-
няющей волновод ферритовой среды и параметров намагничивающего
магнитного поля.
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We have formulated and solved the Dirichlet problem for Helmholtz equations
of electromagnetic waves, propagating in an elliptical cylinder filled with longitu-
dinally magnetized ferrite which is described by a second-rank tensor. It is assumed
that the cylinder has an infinitely conductive wall. To solve the boundary value
problem of Helmholtz equations for longitudinal components of electromagnetic
waves, we have used the method of shortening the initial differential equation and
the method of variables separation. The solution of the above boundary value prob-
lem in elliptic coordinates is associated with the use of even and odd ordinary and
modified Mathieu functions of the first kind. Using the results obtained, we have
determined all the components of electromagnetic waves for even and odd solu-
tions. Applying the Dirichlet condition to the components of electromagnetic waves
and solving the system of linear homogeneous algebraic equations, we have ob-
tained dispersion equations. The found dispersion equations of electromagnetic
waves are of great practical importance and allow studying the propagation of hy-
brid waves in this region.
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