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Изучается нелинейное уравнение в частных производных четвертого порядка.
Правая часть уравнения содержит многомерные аналоги уравнения Буссине-
ска, выражаемые через двукратные операторы Лапласа и квадраты градиентов
искомых функций. С помощью специальной конструкции точного решения
исходное уравнение в частных производных редуцируется к системе обыкно-
венных дифференциальных уравнений. Приведены примеры построенных
точных решений уравнения типа Буссинеска, в том числе выражаемые через
эллиптические функции Вейерштрасса и Якоби по времени и анизотропные
по пространственным переменным. Найденные точные решения имеют не
только теоретическое, но и прикладное значение, поскольку их можно исполь-
зовать для тестирования, настройки и верификации численных методов и алго-
ритмов построения приближенных решений краевых задач для нелинейных
уравнений в частных производных четвертого порядка, моделирующих гидро-
динамические процессы и явления.
Ключевые слова: система обыкновенных дифференциальных уравнений; опера-
тор Лапласа; нелинейное уравнение типа Буссинеска; редукция; точные реше-
ния.
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Введение
Некоторые задачи гидродинамики и механики сводятся к нелинейному

уравнению Буссинеска [1; 2; 3]
).( 22 uuuu xxxtt emb ++¶=

В гидродинамике это уравнение описывает волны, которые могут пере-
мещаться как влево, так и вправо. В механике к уравнению Буссинеска при-
водит задача Ферми — Пасты — Улама [1], когда в динамическую систему,
состоящую из 64 идентичных частиц единичной массы, вносятся нелиней-
ные возмущения. Хорошо известно [1] его решение в виде уединенной вол-
ны (солитона), которое имеет вид
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где 0,0 сс ¹ — произвольные постоянные. Многомерный аналог уравнения
Буссинеска можно записать как

).( 2 uuuutt emb ++= DD                                      (1)
Цель работы — построение точных многомерных решений следующего

уравнения в частных производных четвертого порядка
),)(( 22 uuuuukutt emsb ++Ñ++= DD                (2)

которое будем называть обобщенным уравнением Буссинеска, так как при
0== sk  из него получается обычное уравнение Буссинеска (1). Здесь
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= D — n-мерный оператор Лапла-

са; Ñ  — оператор набла взятия градиента; emsb ,0,,0, ¹¹k —
произвольные параметры.

Точные решения уравнения (2) будем отыскивать методом обобщенного
разделения переменных [4; 5]

)()()(),( tWttu jy += CC                                      (3)

,),(),(
2
1

)( CAW ++= CCCC B  (4)

где )(),( tt jy  — неизвестные функции времени; ненулевая числовая сим-
метрическая матрица A  размера nn ´ , постоянный вектор nRÎB  и кон-
станта RÎС подлежат определению. Здесь и далее ),( ××  — скалярное про-
изведение в .nR
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Отметим, что конструкция типа (4) ранее успешно использовалась для
построения точных решений нелинейных параболических систем со сте-
пенными нелинейностями [6; 7] и для нелинейной системы уравнений в ча-
стных производных первого порядка [8].  В [9]  найдены точные многомер-
ные решения систем нелинейных уравнений типа Буссинеска с линейными
взаимосвязями. Решения некоторых нелинейных гиперболических уравне-
ний с функциональным разделением переменных получены в [10].

1 Редукция к системе ОДУ
После подстановки функции (3) в уравнение (2) с учетом очевидных ра-

венств
[ ]+ÑÑ++=++Ñ++ ),(2)()())(( 222

uuuuukuuuuuk DDDDDD emsb

,)(2)(
22

uuuuuu DDDDD emsb +Ñ++Ñ++

,),(2),()( 22 2 BB CCCC ++=Ñ AAW  где ( )AW tr)( =Ñ C   —  след матрицы
A, и несложных преобразований приходим к равенству
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Очевидно, что если числовая симметрическая матрица A, постоянный
вектор nRÎB  и константа RÎС  удовлетворяют системе алгебраических
уравнений (САУ)

,22 ,2,2 BBB ddd === CAAA                      (5)
где 0¹d  — константа разделения, то последнее равенство сводится к сле-
дующей системе обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) вто-
рого порядка:

2'' yly =                                                   (6)

)()('' tgtf += jj                                           (7)
Здесь введены обозначения
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( )( ) .)tr()tr(2tr)(,)tr(2)( 222 yeysym AAAktgAtf ++==        (9)

Отметим, что САУ вида (5) ранее была получена и исследована в [6; 8].
Поэтому в этой работе мы приведем только пример функций (4), коэффици-
енты которой удовлетворяют САУ (5).



ВЕСТНИК БГУ. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА 2020/1

6

Пример 1. В трехмерном случае 3=n  для построения анизотропных по
пространственным переменным точных решений уравнения (2) можно ис-
пользовать, например, следующие функции
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Для построения радиально-симметричных решений будем использовать
функцию
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Здесь 3,2,1,,0 =¹ ilid — произвольные параметры.

2 О точных решениях системы ОДУ
В системе ОДУ (6), (7) нелинейным является только уравнение для опре-

деления функции ).(ty  Поэтому основное внимание уделим его интегриро-
ванию. Как показано в [10], при параметре 6=l  ОДУ (6) имеет общее ре-
шение

),()( 2Ctt +Ã=y                                                (14)

где Ã  — функция Вейерштрасса с инвариантами, ,,0 132 Cgg ==  где

21, CC  — произвольные постоянные.
В общем случае ОДУ (6) сводится к следующей квадратуре
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где 01 , tC — произвольные постоянные. При 01 =C  имеем частное решение
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Для этих функций )(),( tgtf  общее решение ОДУ (7) имеет вид
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ные постоянные.

Пример 2. В трехмерном случае 3=n обобщенное уравнение Буссине-
ска (2) имеет анизотропные по пространственным переменным точные ре-
шения ),(),,()(),,,( tzyxWttzyxu ii jy +=  где ),,,( zyxW i 3,2,1=i
приведены в примере 1, a функции )(),( tt jy  имеют вид
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где ,2/)131(1 -=v ,2/)131(2 +=v 021 ,, tCC  — произвольные посто-
янные.

В общем, вычислив интеграл (15) при ,01 ¹C  получим, что зависимость
y  от переменной t  задается неявно равенством, содержащим эллиптиче-
ский интеграл первого рода. При этом при определенных значениях посто-
янной 1C можно получить функцию )(ty  в явном виде, выражающемся со-
отношением, содержащим эллиптические функции Якоби.

Заключение
В статье получены явные выражения точных многомерных решений

уравнения типа Буссинеска, выраженные в элементарных и эллиптических
функциях Вейерштрасса и Якоби, которые имеют не только теоретическое,
но и прикладное значение, поскольку их можно использовать как для тести-
рования, настройки и верификации численных методов, так и для алгорит-
мов построения приближенных решений краевых задач для нелинейных
уравнений в частных производных четвертого порядка большой размерно-
сти.
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A GENERALIZED BOUSSINESQ-TYPE EQUATION AND ITS EXACT
MULTIDIMENSIONAL SOLUTIONS
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The article studies a nonlinear fourth-order partial differential equation. The right
part of the equation contains multidimensional analogs of Boussinesq equation, ex-
pressed in terms of two-fold Laplace operators and squares of gradients of the re-
quired function. To find the time-dependent components of the original system so-
lution a system of nonlinear ordinary differential equations has been created. This
system is reduced to a single fourth-order equation for which partial solutions are
found. We give the examples of the constructed exact solutions of the initial system
of Boussinesq-type equations, including those expressed in terms of Jacobi and
Weierstrass elliptic functions in time and anisotropic ones in spatial variables. The
exact solutions found have not only theoretical, but also applied value, since they
can be used for testing and verifying numerical methods and algorithms for con-
structing approximate solutions of boundary value problems for fourth-order
nonlinear partial differential equations modeling hydrodynamic processes and phe-
nomena.
Keywords: system of ordinary differential equations; Laplace operator; nonlinear
Boussinesq-type equations; reduction; exact solutions.
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