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Аннотация. В работе изучается проблема единственности продолжения
обобщенных решений  систем дифференциальных уравнений в частных про-
изводных с постоянными коэффициентами. Проблемой продолжения единст-
венности решений таких систем занимались Е. Holmgren, И. М. Гельфанд,
Г. Е. Шилов, В. П. Паламодов и другие математики. В книге И. М. Гельфанда
и Г. Е. Шилова отражена проблема единственности задачи Коши для эволю-
ционного типа с постоянными коэффициентами. В. П. Паламодов исследовал
проблему единственности,  а также установил  более точные теоремы о воз-
можности продолжения обобщенных решений, заданных в окрестности гра-
ницы области в наиболее важных ситуациях. Задачи единственности, анало-
гичной задаче Гурса, исследовал А. М. Бердимуратов.
В статье изучается следующая задача: при каких условиях всякое обобщенное
решение бесконечного порядка системы уравнений в частных производных с
постоянными коэффициентами, определенное в окрестности трех соседних
граней параллелепипеда, может быть единственным образом продолжено в
некоторую его окрестность.
Ключевые слова: алгебраическое многообразие; финитная функция; алгеб-
раический конус; несобственная точка; оператор Паламодова — Нетер; целая
аналитическая  функция; преобразование Фурье; пространство Жеврея.
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Введение
Произвольный линейный дифференциальный оператор  с  постоянны-

ми  коэффициентами в nR  будем  записывать в виде
( ) j

j j
j m

P D p D ,p C,
£

= Îå

где ( )
1

1

1 1 , ,   1, , ,
n

n

j
jj

n njjD i j j j j j j i
x x

¶
= = ¼ = +¼+ = -

¶ ¼¶
,

а ( )1 , , nx x x= ¼  — некоторая фиксированная система координат в nR .

Пусть ( )1, , nz z z= ¼  —  точка n-мерного комплексного пространства
nС .
Многочлен ( ) 1 nj jj j

j 1 np z p z  ,z z z= å = ¼  называется характеристическим

по отношению к оператору ( )P D . Алгебраическое многообразие в
nN CÌ , образованное корнями многочлена ( )p z , также называется ха-

рактеристическим.
Рассмотрим произвольную однородную систему линейных дифферен-

циальных уравнений с постоянными коэффициентами.
( ) ( )

( ) ( )

11 1 1s s

t1 1 ts s

P D u P D u 0,
.
.

P D u P D u 0,

+¼+ =

¼¼¼¼¼¼¼¼¼¼¼
¼¼¼¼¼¼¼¼¼¼¼

+¼+ =

(1)

где ( )ij 1, ,P D , 1,i t j s= =  — произвольные линейные дифференциальные
операторы с постоянными коэффициентами, а числа t и s — произвольны.

Такую систему мы будем записывать в матричной форме:
( )P D u 0,=                                            (2)

где 1 su (u , ),u= ¼  — неизвестная вектор-функция.
Рассмотрим Жевреевские пространства финитных функций и сопря-

женные пространства. Для любого B 0>  и β 1>  через β,B
FD обозначим

пространство бесконечно дифференцируемых функций в Rn с носителями,
принадлежащими компакту F, и конечной нормой вида:

( )j
β,B

jβj

max D φ ξ
.

B j
sup

j
j =

Пусть ( )'β,B
FD  — сопряженное пространство, норму в этом пространст-

ве мы будем обозначать через
.B

F

b
× .
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Рассмотрим класс основных функций ,
0

B
F B FD Db b

>= I .
Введем в нем счетное число норм

.B

F

b
× , 1B

k
=  , k 1,2,= ¼

Обозначим через β
FU  пространство линейных непрерывных  функцио-

налов над пространством β
FD .

По свойству линейного непрерывного функционала каждый элемент
β
FU  непрерывен по некоторой форме

.Bb
× .

Определение 1.   В [1]  характеристическим множеством системы (1)  и
оператора ( )P D  называется алгебраическое многообразие

( ){ }nN z C rang p z; s= Î < ,

где ( )p z  — матрица, полученная заменой операторов ( )ijP D   многочле-

нами ( )ijp z .
Пусть N  — некоторое алгебраическое многообразие. Пространство

nC  вложим в n 1C + с помощью отображения ( )z 1, z® . Пусть H(N) —

совокупность всех однородных многочленов в n 1C + , отображающихся в
нуль на N .

Определение 2. Любая точка  вида ( )0,z , zÎ nC , в которой обращаются
в нуль все многочлены из H(N) ,  называется несобственной точкой  мно-
гообразия N .

Пусть N  — характеристическое множество системы (1). Множество
прямых в nC , отвечающих несобственным точкам алгебраического мно-
гообразия N , обозначим через N¢ .

Множество N¢  есть алгебраический конус. В случае s t 1= =   система
(1) сводится к уравнению. В этом случае N¢  есть множество корней мно-
гочлена ( )mp z .

Находятся достаточные условия для единственности продолжения
обобщенных решений системы (1), определенных в окрестности объеди-

нения граней
3

k
k 1

π
=
U  в окрестность параллелепипеда π  в специальном

классе обобщенных функций бесконечного порядка. Обозначим через N
характеристическое  множество оператора ( )P D , а через N¢  — конус,
образованный комплексными прямыми, отвечающими несобственным
точкам алгебраического многообразия N .
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Постановка задачи
В этой статье изучается следующая задача: при каких условиях всякое

обобщенное решение бесконечного порядка системы уравнений в част-
ных производных с постоянными коэффициентами, определенное в окре-
стности трех соседних граней параллелепипеда в nR , может быть единст-
венным образом продолжено в некоторую его окрестность. Эта задача
является аналогом классической задачи Дарбу —  Гурса —  Бодо для
обобщенных решений: вместо значений решения и его производных на
гранях (которые, вообще говоря, не определены, если плоскости этих гра-
ней характеристические) решение задается сразу в некоторой его окрест-
ности.

Важные теоремы

Теорема 1.
3 n

kk 1
N { z C ;z 0}

=
¢ Ì Î =U ,тогда β 1" >   и для любой окре-

стности L  компакта
3

k
k 1

π
=
U  существует окрестность L¢  компакта π , такая,

что всякая обобщенная функция
sβ

Lu ¢é ùÎë ûU , являющаяся решением систе-

мы (1) на L¢  и равная нулю на L , будет равна нулю на L¢ .

Доказательство. Пусть u  — произвольное решение системы (1), при-

надлежащее пространству α

sβ
π

é ùë ûU    при некотором α , α3

k
k 1

π

u | 0

=

æ ö
ç ÷
ç ÷
è ø

=
U

.

Введем функционал ( )
l

λ* λ
z

λ 0

μ  d z,D μ
=

=å ,  тогда в силу теоремы ([1],

гл. VI, §4, теор. 2) ( ) ( ) α 1

s* β
πu,φ μ,φ  ,   φ -é ù= " Îë û% D .

Обозначим для любого число D > 0  и целого m > 0  через β,D
m,FS  про-

странство бесконечно дифференцируемых функций ψ   в nC , для которых

( ) ( )
1

j βFD ψ x, y c y exp D zæ ö
£ -ç ÷

è ø
J   при любом j  ,  j m£ .

Рассмотрим  пространство β,D β,D
F m,F

m 0

S S
>

=I  .

В пространстве β,D
FS    введем систему норм

( ) ( )

1
j β

β,D
m,F

F

D ψ exp D z
ψ x, y

y
j
max sup

m z

æ ö
ç ÷
è ø=

£
J

 , m=0,1,2,…
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Через ( )'β,D
FS    обозначим пространство непрерывных линейных функ-

ционалов на β,D
FS ,  а через ( )'β,D

F P
S   обозначим множество функционалов

( )
s'β,D

Ff  Sé ùÎ ê úë û
, для которых ( )f ,P ψ 0¢ =  при любом

tβ,D ε
Fψ S ,+é ùÎë û  где ε 0> .

Норму для элементов пространства ( )
s'β,D

FSé ù
ê úë û

, сопряженную с нормой

β,D
m,F×      в   пространстве

sβ,D
FSé ùë û , обозначим через

β,D

m,F
×  .

Символом *   будем обозначать операцию инволюции, определенную
для функций, заданных в nС , которые сопоставляют функции ( )φ z

функцию ( ) ( )*φ z φ zº .

Покажем, что функционал ( )α 1

'β
π P

μ S -Î  .

Так как ( )λ
zd z,D , λ 0,l=  в [1] (гл. 4, §4, п. 1 нормальные операторы

Паламодова — Нетер) — матричные дифференциальные операторы с по-
линомиальными коэффициентами, то, обозначая наивысший порядок
производной в ( )λ

zd z,D , λ 0,l=  через 1m
sβ,D ε

Fψ S +é ù" Îë û  , мы получим оценку

( ) ( )
1,F

β,D β,D ελ
z λ m0,F

d z,D ψ c ψ +
£  , λ 0, l=  .

В силу этой оценки α 1

sβ,D ε
πψ S -

+é ù" Îë û   имеем

( )

( )( )
( )( ) ( )

( )

α 1α 1

α α 1 α α 1
1, 1,

1 λ* λ
zλ 0

β,D ε β,D1 1λ λ λ λ
z zλ 0 λ 0 0,π0,π

1β,B β,D ε β,B β,D ε
2 3λπ m π π m πλ 0

μ,ψ

d z,D μ ,ψ

μ ,d z,D ψ μ d z,D ψ

c u c ψ c u ψ

--

- -

=

+

= =

+ +

=

£

=

£ £

£

å

å å
å

Отсюда следует, что αα 1

β,D ελ β,B
3 π0,π

μ c u
-

+
£  .

Из работы в [1] (гл. 4, §4, п. 1) следует, что

( ) ( ) tnψ x, y C C¥é ù" £ ë û  и при любом λ 0,l=   выполняется равенство

( ) λ
λ

z Nd z,D p ψ | 0.¢ =                                        (3)
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Здесь zD  —  вектор с компонентами
1 n

, ,
z z
¶ ¶

¼
¶ ¶

 ,

p¢  — матрица, транспонированная с матрицей  p.

В силу (3) α 1

tβ,D 2ε
πψ S -

+é ù" Îë û  имеем

( ) ( )( )
l

λ λ
z

λ 0

μ,p ψ) μ ,d z,D p ψ 0
=

¢ ¢= =å .

Следовательно, ( )α 1

'β,D ε
π P

μ S -
+Î  ,откуда следует, что ( )α 1

'β
π P

μ S -Î  .

По условию теоремы, α 1
i

s
β
π

φ ,i 1,2,3 ,-
é ù" Î =ë ûD   имеем

( ) ( )*u,φ μ,φ 0= =% , где ( )α 1
i

*
* β

π
φ ,i 1,2,3 .-Î =%% D    В силу леммы 3.1.10 в [4]

функционал μ  обращается в нуль на целых функциях пространства

α 2
i

s
β
π

S ,i 1,2,3.-
é ù =ë û

Применяя  аналог первой теоремы Мальгранжа ([2; 5]) к функционалу
μ   и каждому из выпуклых компактов 1 2 3π ,π ,π ,  получим

*n
i, j
s

ss 1

μ  μ
z=

æ ö¶
= ç ÷¶è ø
å  , где ( )α 3

i

'
i, j β
s π P

μ S -Î   и i j,i, j 1,2,3¹ = .

Обозначим i, j i j
s s sχ μ μ= - , так как

*n
i, j
s

ss 1

χ  0
z=

æ ö¶
=ç ÷¶è ø

å  на   функциях

пространства α 33

k
k 1

s

β

π

S -

=

æ ö
ç ÷
ç ÷
è ø

é ù
ê ú
ê ú
ê ú
ë û
I

 и α 33

k
k 1

'

i, j β
s

π
P

χ S -

=

æ ö
ç ÷
ç ÷
è ø

æ ö
ç ÷

Îç ÷
ç ÷
è ø
I

, то, применяя к функцио-

налам i, j
sχ   аналог второй теоремы Мальгранжа  в ([3;  5]),  мы получим,

что существуют функционалы

α 43

k
k 1

'

β
s,t

π
P

χ S -

=

æ ö
ç ÷
ç ÷
è ø

æ ö
ç ÷

Îç ÷
ç ÷
è ø
I

 такие, что
*n

i, j
s s,t

tt 1

χ χ ,
z=

æ ö¶
= ç ÷¶è ø
å  причем s,t t ,sχ χ= - .

В дальнейшем  будем использовать функции 0 1 2 3h ,h ,h ,h   построен-
ные в лемме 3.1.2  [4].
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Обозначим i s,th χ    через i
s,tχ , i 0,1,2,3 .=  В силу леммы 3.1.7 в [4],

α 43

k
k 1

s

β

π

 ψ S -

=

æ ö
ç ÷
ç ÷
è ø

é ù
ê ú

" Îê ú
ê ú
ë û
I

 имеем ( )0 s,t s,t 0(h χ ,ψ) χ ,h ψ 0= = .

Поэтому на функциях пространства

( )

α 43

k
k 1

s

β

π

s,t 0 1 2 3 s,t 0 s,t 1 s,t 2 s,t 3 s,t

1 2 3
s,t s,t s,t

S ,

χ h h h h χ h χ h χ h χ h

,

χ

χ χ χ

-

=

æ ö
ç ÷
ç ÷
è ø

é ù
ê ú
ê ú
ê ú
ë û

= + + + = + + + =

= + +

I

причем в силу леммы 3.1.6  [4]

( )α 4
j

'
i β
s,t π P

χ S -Î i j,i, j 1,2,3¹ =  .

Введем  функционалы
*n

i, j i, j j,i
s s s,t

tt 1

μ μ  χ
z=

æ ö¶
= ç ÷¶è ø

å% m  .

Очевидно, ( )α 4
i , j

'
i, j β
s π P

μ S -Î% . Покажем на функциях пространства

α 43

k
k 1

s

β

π

S -

=

æ ö
ç ÷
ç ÷
è ø

é ù
ê ú
ê ú
ê ú
ë û
I

, 1 2
s sμ  μ=% % .

Учитывая, что на функциях этого  пространства 0
s,tχ 0= , будем иметь

1 2
s s

* * *n n n
1 2 2 1 1,2
s s s,t s,t s s,t

t t tt 1 t 1 t 1

1,2 1,2
s s

μ  μ

μ μ χ  χ χ χ
z z z

χ  χ 0.

= = =

- =

æ öæ ö æ ö æ ö¶ ¶ ¶ç ÷= - - + = - - =ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷¶ ¶ ¶è ø è ø è øè ø
= - =

å å å

% %

Аналогично находится, что

i j
s sμ  μ=% %  ,  где i j,i, j 1,2,3¹ =   на пространстве α 43

k
k 1

s

β

π

S -

=

æ ö
ç ÷
ç ÷
è ø

é ù
ê ú
ê ú
ê ú
ë û
I

.
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Так как s,t t ,sχ χ= - , то
* *n n

i, j i, j
s s

s ss 1 s 1

μ  μ μ
z z= =

æ ö æ ö¶ ¶
= =ç ÷ ç ÷¶ ¶è ø è ø
å å % .

Покажем, что α 5

sβ
πφ -é ù" Îë ûD , ( )*μ,φ 0=% .

Для этого α 4

sβ
πψ S -é ù" Îë û  построим функционал

( ) ( ) ( ) ( )1 2 3
s s 1 s 2 s 3μ ,ψ  μ ,h ψ μ ,h ψ μ ,h ψ= + +% % % % .

Покажем, что i, j
s sμ μ=% %  на функциях пространства α 43

k
k 1

s

β

π

S -

=

æ ö
ç ÷
ç ÷
è ø

é ù
ê ú
ê ú
ê ú
ë û
I

. Так

как на функциях этого пространства 1 2
s sμ  μ=% %  и i, j

0 sh μ 0=% , то

( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
s

1 2 3 j i, j
s 1 s 2 s 3 1,2 0 1 2 3 s

μ ,ψ

= μ ,h ψ μ ,h ψ μ ,h ψ  μ , h h h h ψ μ ,ψ .

=

+ + = + + + =

%

% % % % %

Откуда следует, что α 43

k
k 1

s

β

π

ψ S -

=

æ ö
ç ÷
ç ÷
è ø

é ù
ê ú

" Îê ú
ê ú
ë û
I

, имеем представление

* *n n
i, j
s s

s ss 1 s 1

μ μ μ
z z= =

æ ö æ ö¶ ¶
= =ç ÷ ç ÷¶ ¶è ø è ø
å å% % .  Так как пространство α 43

k
k 1

s

β

π

S -

=

æ ö
ç ÷
ç ÷
è ø

é ù
ê ú
ê ú
ê ú
ë û
I

плотно в пространстве α 4

sβ
πS -é ùë û  и так как

α 4

sβ
s πμ S -é ùÎë û% , то в силу линейности и непрерывности функционалов sμ%

получим представление
*n

s
ss 1

μ μ
z=

æ ö¶
= ç ÷¶è ø
å % на функциях пространства

α 4

sβ
πS -é ùë û .

В силу леммы 3.1.9. в [4], ( ) ε

* β
FSFDb Ì , если α 5

sβ
πφ -é ùÎë ûD  т.е.

supp α 5φ π -Ì  есть компакт, то ее преобразование Фурье продолжа-
ется в nС   как целая аналитическая функция
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α 4

s* β
πφ S -é ùÎë û% , в силу этого α 5

sβ
πφ -é ù" Îë ûD  будем иметь

( ) ( )
*n n

* * *
s s

s ss 1 s 1

u,φ μ,φ  μ ,φ μ , φ 0
z z= =

æ öæ ö æ ö¶ ¶ç ÷= = = × =ç ÷ ç ÷ç ÷¶ ¶è ø è øè ø
å å% % %% %  .

Теорема доказана.

Заключение
Найдены достаточные условия на множество комплексных прямых,

отвечающих несобственным точкам алгебраического многообразия, обес-
печивающие единственность продолжения обобщенных решений диффе-
ренциальных уравнений в частных производных с постоянными коэффи-
циентами с окрестности трех соседних граней параллелепипеда в nR ,  в
некоторую его окрестность в классе обобщенных функций бесконечного
порядка.
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ON THE UNIQUENESS OF GENERALIZED SOLUTIONS OF SYSTEMS
OF DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH CONSTANT COEFFICIENTS
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Abstract. This paper studies the problem of uniqueness of extension of generalized
solutions of systems of partial differential equations with constant coefficients.

E. Holmgren, I. M. Gelfand, G. E. Shilov, V. P. Palamodov, and other mathemati-
cians dealt with the problem of extending the uniqueness of solutions of such systems.
The problem of uniqueness of the Cauchy problem for evolutionary type with constant
coefficients is also studied in I. M. Gelfand and G. E Shilov’s book. V. P. Palamodov
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investigated the uniqueness problem and established more precise theorems on the
possibility of extending generalized solutions given in a neighborhood of the boundary
of the domain in the most important situations. Uniqueness problems similar to the
Goursat problem were investigated by A. M. Berdimuratov. This paper is devoted to
the following problem: under what conditions is any generalized solution of infinite
order of a system of partial differential equations with constant coefficients defined in
a neighborhood of three adjacent faces of a parallelepiped in, can be uniquely extended
to some of its neighborhood.

Keywords: algebraic variety; finite function; algebraic cone; improper point; Pala-
modov — Noether operator; entire analytic function; Fourier transform.
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