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Аннотация. По существующим теориям жидкостей сдвиговая упругость
должна проявляться при высоких мегагерцовых частотах. Однако в нашем коллек-
тиве впервые была обнаружена низкочастотная (100 кГц) сдвиговая упругость у
всех жидкостей, независимо от их вязкости и полярности. Было предположено, что
в жидкостях имеется низкочастотный вязкоупругий релаксационный процесс.
Возможно, что при низкочастотном сдвиговом воздействии на прослойку жидко-
сти проявляются динамические перемещения больших групп молекул. Поэтому
дальнейшие всесторонние детальные исследования низкочастотной сдвиговой уп-
ругости разными методами имеют фундаментальное значение для физики жидко-
стей. В резонансном методе для сдвигового воздействия на исследуемую прослой-
ку жидкости при малых частотах используется пьезокварцевый кристалл прямо-
угольной формы. На горизонтальную грань пьезокварца наносится прослойка жид-
кости, накрытая накладкой. При колебании пьезокварца на резонансной частоте
прослойка жидкости испытывает динамические сдвиговые деформации и в ней
возбуждается сдвиговая поперечная волна. В работе рассматривается общее реше-
ние задачи взаимодействия колебательной системы пьезокварц — прослойка жид-
кости — накладка, по параметрам сдвиговой волны рассчитываются значения дей-
ствительного модуля сдвига и угол механических потерь.

Ключевые слова: пьезокристалл, импеданс, резонансная частота, осцилля-
ции, затухание, волновое уравнение, модуль сдвига, тангенс угла механических
потерь, добавочная связь, сдвиговая волна.
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Введение
Существует множество методов исследования сдвиговых вязкоупругих

свойств жидкостей [1]. Однако наибольшее распространение получили
резонансные методы. Рассматриваемый в данной работе акустический
резонансный метод впервые был реализован в работе [2].  В методе ис-
пользован пьезокварц o18.5-Х  среза, имеющий коэффициент Пуассона,
равный нулю, что позволяет исследуемой жидкости, находящейся между
пьезокварцем и твердой накладкой, испытывать чисто сдвиговые дефор-
мации. Взаимодействие пьезокварца с накладкой через прослойку жидко-
сти ведет к изменению параметров резонансной кривой пьезокварца.
Возрастание резонансной частоты колебательной системы относительно
ненагруженного пьезокварца доказывает наличие сдвиговой упругости у
испытуемой жидкости.

В работе [2] измерения проведены при малых толщинах жидкой про-
слойки, при этом сдвиги частот пропорциональны обратной толщине про-
слойки жидкости. При увеличении толщины слоя в широких пределах
наблюдаются затухающие колебания сдвигов частот. По максимумам за-
тухания определяется длина сдвиговой волны.
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1 Общее решение задачи взаимодействия колебательной системы
пьезокварц — прослойка жидкости — накладка

Влияние добавочной связи на резонансные характеристики колеба-
тельной системы будет выражаться в изменении резонансной частоты
пьезокварца и затухания, т. е. в изменении волнового числа пьезокварца.
Изменение волнового числа определяется приравниванием  импеданса
жидкости и импеданса пьезокварца.

Импеданс жидкости жZ равен отношению силы 0F , действующей со
стороны жидкости на пьезокварц, к скорости частиц жидкости 0V  на по-
верхности пьезокварца. Сила 0F  равна [3–6]:

00
),(*

=
= zz

tzSGF
¶

¶x ,                                     (1)

где
z

tz
¶

¶x ),(  — градиент смещения частиц жидкости у поверхности пьезо-

кварца, S  — площадь контакта, *G  — комплексный модуль сдвига
жидкости.

Решая волновое уравнение:

2

2

2

2 ),(*),(
z

tzG
t

tz
¶
x¶

¶
x¶r = ,                                    (2)

где r  — плотность жидкости, можно определить смещение частиц жид-
кости x  как функцию времени t  и расстояния z  от поверхности пьезок-
варца. Смещение частиц жидкости будет выражаться как суперпозиция
прямой и обратной волны:

tizizi eeeAtz a wccx --+= )()(
**

, ,                               (3)

где *c — комплексное волновое число жидкости, w  — циклическая час-
тота пьезокварца. A  и a  — постоянные, зависящие от граничных усло-
вий.

Для определения постоянной a  рассмотрено взаимодействие прослой-
ки жидкости с накладкой [3–5]. Сила HF ,  действующая со стороны жид-

кости на накладку массы m , сообщает ей ускорение Нzt =¶
x¶
2

2

, тогда
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m
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При решении последнего уравнения относительно a получается:
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где жm  — масса жидкой прослойки.
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Подставляя (5) в (3) для смещения частиц, получаем:
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Скорость частиц жидкости 0V  у поверхности пьезокварца находится
дифференцированием смещения частиц по времени при 0=z , т. е.

.),(
00 =

= zt
tzdV

¶
e

Следовательно, импеданс жидкости будет иметь вид [4–6]:
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или, подставляя выражение для ),( tzx  по формуле (6) в (7), можно полу-
чить следующее выражение:
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Импеданс пьезокварца кZ равен отношению силы 0Ф ,  действующей
со стороны пьезокварца на жидкость, к скорости элементов пьезокварца

0q  в месте его контакта с жидкостью [3–6]. Смещение элементов пьезок-
варца выражается в виде:

tikxeUtxU w-= sin),( 0 ,                                          (9)
где k  — волновое число пьезокварца.

Сила 0Ф  равна:

,cos00
ti

lx klekQEUQ
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где E  — модуль Юнга, Q  — поперечное сечение пьезокварца, l  — по-

ловина его длины. Используя выражения
кс

k w
=  и

к
к

Eс
r

= , где кс  —

скорость продольных волн в пьезокварце, кr  —  его плотность,  для 0Ф
можно получить следующее выражение:

.cos00
ti

кк klecQUФ wwr -= (11)
Скорость элементов пьезокварца на его конце определяется дифферен-

цированием (9) по времени при lx =  и имеет вид:
tikleiUq ww --= sin00 .                                    (12)

Таким образом, для импеданса пьезокварца кZ получим выражение
[3–6]:
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klQic
q
Ф

Z ккк ctg
0

0 r== .                                      (13)

Поскольку при взаимодействии пьезокварца с прослойкой жидкости и
накладкой изменяется как резонансная частота, так и его затухание, то
волновое число пьезокварца становится комплексным. Учитывая это, ра-
венство импедансов жидкости и пьезокварца запишется в виде:
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Комплексное волновое число пьезокварца приводит к изменению фазы

колебания *e , т. е. должно выполняться равенство:

2
** p
e =-lk .                                                (15)

Выразив *e  через комплексный сдвиг частоты пьезокварца

l
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= , получим:
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+= .                                              (16)

Подставляя это выражение в (14),  для комплексного сдвига резонанс-

ной частоты *wD  можно получить следующее выражение:
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arctg*(tg*
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m
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m cc
c
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где кlQM r2=  — масса пьезокварца. Выражение (17) можно привести к
более простому виду [3–7]:

)**2(sin

)**2(cos1**2*
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w
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SG ,                                (18)

где "* jjj i+¢=  — комплексный сдвиг фазы при отражении вязкоупру-
гой волны от границы жидкость — накладка.

Используя формулы для комплексного модуля сдвиговой упругости

2

2

)*(
*

c

rw
=G  и комплексного волнового числа жидкости abc i-=* , где

b  — действительная часть, a  — мнимая часть,  выражение (18)  можно
разделить на действительную и мнимую части [3–5; 7]:

,
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jabajbab
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w
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HGGHGG
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M
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Компоненты комплексного сдвига фазы будут иметь следующий вид
[3–5; 7]:

m
S

S

m r
r

c
bj

-

=¢
2*
2arctg ,                                       (21)

m
S

S

m r
r

c
aj

+

=
2*
2arctg" .                                        (22)

Действительная часть комплексного сдвига фазы (21) равна разности
фаз между прямой и отраженной волнами, мнимая часть (22) характери-
зует добавочное затухание, которое обусловлено потерей части энергии
волны, передаваемой накладке.

При условии,  что масса накладки достаточно велика и ее можно счи-
тать практически покоящейся, выражения (19) и (20) значительно упро-
щаются. Так, в формуле (21) вторым членом знаменателя можно пренеб-

речь и член b
r

c
2

*2

>>
S

m
 и .2a  Следовательно, при отражении волны от

границы жидкость — накладка сдвиг фазы не происходит ( 0* =j ), что
означает полное отражение энергии волны.

В случае, когда накладка неподвижна, формулы (19) и (20) принимают
следующий вид [3–5; 7]:

HH
HGGHGG

M
S

ba
ababab

w
w

2cos2ch
2sh)"(2sin)"(2

-
-¢++¢

=¢D ,            (23)

HH
HGGHGG

M
S

ba
ababab

w
w

2cos2ch
2sh)"(2sin)"(2"

-
¢++¢-

=D .            (24)

По выражениям (23) и (24) видно, что при данных свойствах жидкости
действительный и мнимый сдвиги частоты являются функциями толщины
прослойки. С увеличением толщины прослойки наблюдаются затухаю-
щие осцилляции w¢D  и "wD .

Пьезокварц закрепляется по средней узловой линии и состоит из двух
равноправных частей с одинаковыми накладками и прослойкой жидкости
на обоих концах, поэтому при выводе выражений (23), (24) рассматрива-
лась половина пьезокварца. Обычно в эксперименте жидкость с наклад-
кой находится только на одном конце, тогда в формулах коэффициент 2
пропадает. В данном случае получены следующие выражения для дейст-
вительного и мнимого сдвигов резонансной частоты:
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HH
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ababab

p 2cos2ch
2sh)"'(2sin)"'(
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Положения максимума затухания найдем приравниванием к нулю
производных по толщине от мнимого сдвига частоты (24):

nH
2
l

= .                                                 (27)

Таким образом, при толщине прослойки, равной
2
l , будет наблюдаться

первый максимум затухания.

По формулам (25) и (26) рассчитаны теоретические зависимости сдви-
гов частот от толщины жидкой прослойки при модуле сдвига, равном

Па100.3 5×=G , и тангенсе угла механических потерь 3.0tg =q (рис. 1).
Из рисунка видно, что зависимости действительного 'fD  и мнимого "fD
сдвигов частот от толщины прослойки H  действительно дают затухаю-

щие осцилляции. При этом при равной
2
l  толщине жидкой прослойки

наблюдается первый максимум затухания.

Рис. 1.  Затухающие осцилляции сдвигов частоты от толщины
прослойки H : 1 – 'fD ; 2 – "fD
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2 Расчет вязкоупругих параметров жидкостей по длине сдвиговой
волны

Из рис. 1 и по выражениям (26) и (27) следует, что по эксперименталь-
но найденным максимумам затухания колебательной системы можно оп-
ределить длину сдвиговой волны.

Расчетную формулу для определения G ¢  получим, рассматривая сле-
дующее выражение:

*)*(
2

2

G

rwc = ,                                              (28)

где abc i-=* — комплексное волновое число, "* iGGG +¢=  —  ком-
плексный модуль сдвига. Подставив эти значения в соотношение (28) и

учитывая, что
2

tg q
b
a

=  и tg ,G
G

q
¢¢

=
¢

получим, что [3–5]
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22 )tg

2
tg2

2
tg1( ,

или

.
2

coscos 2
2

2 q
q

rw
b

G¢
= (29)

Принимая
l
pb 2

=  и переходя к линейной частоте, получим расчетную

формулу для определения G ¢ [4; 5; 7; 8]:

2
coscos 222 qqrl fG =¢ ,                                     (30)

где l  — длина сдвиговой волны в исследуемой жидкости, f  — резо-
нансная частота пьезокварца, r  — плотность исследуемой жидкости,
q — угол механических потерь.

Измерив расстояние между первым положением максимума и первым
положением минимума, можно определить q  [4; 5; 7; 8]. Уравнение (23)
показывает, что абсциссы экстремальных точек действительного сдвига
частоты находятся из выражения:

012ch2cos =-HH ab .                                       (31)
Из рис. 1 видно, что экстремальные точки действительного сдвига на-

ходятся по обе стороны от максимума затухания. Поэтому условия пер-
вых экстремумов можно представить в виде:

0)]2(
2

tg[ch)2cos(1 =--- xx pqp ,                           (32)

0)]2(
2

tg[ch)2cos(1 =++- yy pqp .                           (33)
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Из этих выражений можно видеть, что положения максимума  и
минимума являются только лишь функциями тангенса угла механических
потерь. В приведенных выражениях получим

Hyx D=+ b2 ,                                           (34)
где HD  — расстояние между соседними экстремальными точками дейст-
вительного сдвига частоты (рис. 1). Из этого следует, что существует оп-
ределенная корреляция qtg со значением HDb . На рисунке 2 показана

рассчитанная зависимость qtg  от величины
l
HD .

Рис. 2.  Зависимость qtg  от
l
HD

Таким образом, для измерения действительного модуля сдвига жидко-
стей G¢  достаточно определить длину сдвиговой волны и тангенс угла
механических потерь.

В наших работах [7–12] измерены низкочастотные ( Гц105 ) модули
сдвига ряда жидкостей. В зависимости от толщины жидкой прослойки
H экспериментально получены осцилляции действительного 'fD  и мни-
мого "fD  сдвигов частот. Длины сдвиговых волн l определены по мак-
симумам затухания. Тангенс угла механических потерь определен по кри-

вой зависимости qtg  от
l
HD  (рис.  2).  По выражению (30)  рассчитаны

значения действительного модуля сдвига G¢ .
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Так для исследованной жидкости ПМС-100 получены значения модуля
сдвига и тангенса угла механических потерь [8].  Эти значения равны со-
ответственно Па1058.0 5×=¢G , 5.0tg =q и совпадают со значениями па-
раметров, полученных другими методами.

Заключение
В данной работе рассмотрено решение задачи взаимодействия колеб-

лющегося на резонансной частоте пьезокварца с прослойкой жидкости,
накрытой твердой накладкой. Из решения данной задачи получен способ
определения действительного модуля сдвига и угла механических потерь
по экспериментально найденной длине сдвиговой волны в полимерной
жидкости ПМС-100, рассчитаны вязкоупругие параметры данной жидко-
сти. Хорошее согласие результатов измерения разными способами пока-
зало, что данная полимерная жидкость обладает низкочастотной сдвиго-
вой упругостью.
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Abstract. Shear elasticity should appear at high megahertz frequencies according to
existing fluid theories. However, low-frequency (100 kHz) shear elasticity in all liquids
independently of their viscosity and polarity was discovered for the first time in our
team. It was assumed that a low-frequency viscoelastic relaxation process exists in liq-
uids. It is possible that dynamic movements of large groups of molecules appear by
low-frequency shear action on the liquid layer. Therefore, further comprehensive de-
tailed studies of low-frequency shear elasticity by various methods are of fundamental
importance for the physics of liquids. A piezoelectric crystal of rectangular shape for
shear action on the studied liquid layer at low frequencies is used in the resonance
method. A liquid layer covered with a solid cover-plate is applied to the horizontal face
of the piezoelectric quartz. The liquid layer experiences dynamic shear deformations
when the piezoelectric quartz oscillates at a resonant frequency and a shear wave is
excited in this liquid layer. The general solution to the problem of interaction of the
oscillatory system “the piezoelectric quartz — the interlayer of the liquid — the cover-
plate” is considered in the work. The values of the real shear modulus and the mechani-
cal losses angle are calculated from the parameters of the shear wave.

Keywords: piezocrystal, impedance, resonant frequency, oscillations, attenuation,
wave equation, shear modulus, the tangent of the mechanical losses angle, additional
bond, shear wave.
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