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Аннотация. В статье представлен гибридный подход к разработке мето-
дов отыскания ситуаций равновесия по Нэшу в полиматричных играх трех
лиц (гексаматричных играх). С одной стороны, он базируется на теории гло-
бального поиска в невыпуклых задачах оптимизации c d.c. функциями (пред-
ставимыми в виде разности двух выпуклых функций), созданной А. С. Стре-
каловским, с другой — для реализации одного из ключевых этапов глобаль-
ного поиска (построения аппроксимации поверхности уровня) используют-
ся операторы генетических алгоритмов. После описания гибридного подхо-
да подробно рассказывается об организации и проведении вычислительного
эксперимента по сравнению гибридного алгоритма с «базовым» алгоритмом
глобального поиска, разработанным ранее. Приведены результаты экспери-
мента на сериях случайно сгенерированных задач, свидетельствующие об эф-
фективности предложенного гибридного подхода к решению гексаматричных
игр.
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Введение
Численное нахождение равновесий в теории игр [1] является одной

из актуальных проблем современной математической оптимизации [2],
когда поиск равновесия может быть сведен к экстремальной задаче.
Известно, что классическая матричная игра эквивалентна двум двой-
ственным задачам линейного программирования (ЛП) [1]. Это озна-
чает, что такая игра имеет выпуклую структуру и принципиальных
трудностей с ее решением не возникает. Первым расширением мат-
ричной игры является биматричная игра, которая уже представляет
собой невыпуклую (билинейную) структуру [1, 3, 4]. То же самое мож-
но сказать и о полиматричных играх [5]. Например, поиск равновесия
по Нэшу в полиматричной игре трех лиц оказывается эквивалентным
специальной задаче невыпуклой оптимизации с тройной билинейной
структурой в целевой функции [5–8].

В нашей группе разработан оптимизационный подход к численно-
му нахождению равновесий Нэша в таких играх, основанный на этой
эквивалентности [4, 5]. При этом получающиеся оптимизационные за-
дачи решаются с помощью теории глобального поиска (ТГП), создан-
ной А. С. Стрекаловским для невыпуклых задач с d.c. функциями,
представимыми в виде разности двух выпуклых функций [9, 10]. Од-
ной из особенностей ТГП является возможность применения внутри
алгоритмов достижений современной выпуклой оптимизации (см., на-
пример [11,12]).

Одним из важнейших этапов при использовании ТГП [9,10] является
построение аппроксимации поверхности уровня выпуклой функции, за-
дающей базовую невыпуклость в исследуемой задаче (см. также [4,13]).
Например, в ходе решения следующей задачи d.c. максимизации:

Φ(x)
4
= h(x)− g(x) ↑ max, x ∈ S, (DC)

где g(·), h(·) — выпуклые функции, S — выпуклое множество, необхо-
димо построить конечную аппроксимацию

A(ζ, ξ) =
{
v1, ..., vN | h

(
vi
)

= ξ + ζ, r = 1, . . . , N
}
, (1)

где inf(g, S) ≤ ξ ≤ sup(g, S) фиксировано, ζ 4= Φ(z) — значение целевой
функции задачи (DC) в текущей стационарной (критической) точке
z. При этом аппроксимация (1) должна быть достаточно репрезента-
тивной, чтобы можно было определить, является ли текущая точка z
глобальным решением. Подробнее см. в [4, 9, 10,13].

В настоящее время не существует общих подходов к построению
репрезентативных аппроксимаций для задачи (DC). При решении кон-
кретных невыпуклых задач решение этого вопроса основывается на
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накопленном численном опыте [4,9,13–15]. Поэтому разработка новых
подходов к построению аппроксимаций является актуальной пробле-
мой невыпуклой оптимизации. При этом алгоритмы глобального по-
иска (АГП), основанные на ТГП, оказываются весьма эффективными
для биматричных игр высокой размерности (с плотными матрицами
до 1000 стратегий у одного игрока) [4], в то же время решение гекса-
матричных игр с помощью АГП ограничивается разреженными мат-
рицами размера (100× 100) [8].

Поиск ситуации равновесия в гексаматричных играх исследовался и
другими авторами. Например, в основе подхода из [16] лежит редукция
подобных игр к задачам смешанной непрерывно-целочисленной опти-
мизации (были решены игры до размерности 13 стратегий у каждого
из игроков). А в [17] предложена специальная модификация класси-
ческого метода Лемке-Хаусона (см., например, [4]) в сочетании с так
называемым 3LP-методом, родственным методу локального поиска, ко-
торый используется в настоящей работе (решены игры вплоть до 500
стратегий у одного игрока).

В данной работе проводится численное исследование гибридного ал-
горитма глобального поиска (ГАГП) в гексаматричных играх, разрабо-
танного в [18], где для построения аппроксимаций поверхности уровня
используются операторы генетических алгоритмов (ГА) [19, 20]. Впер-
вые подобная идея была применена для решения простейших двухуров-
невых задач в [21]. При этом как в [21], так и в [18] было решено толь-
ко несколько простейших тестовых задач, а вопрос об общей эффек-
тивности подхода при решении большого количества задач различной
сложности и размерности оставался открытым. Здесь мы представля-
ем детализацию гибридного алгоритма и результаты его тестирования
на широком спектре случайно сгенерированных гексаматричных игр.

1 Постановка задачи и ее редукция
Кратко напомним постановку гексаматричной игры в смешанных

стратегиях [5–8]:

F1(x, y, z)
4
= 〈x,A1y +A2z〉 ↑ max

x
, x ∈ Sm ⊂ IRm,

F2(x, y, z)
4
= 〈y,B1x+B2z〉 ↑ max

y
, y ∈ Sn ⊂ IRn,

F3(x, y, z)
4
= 〈z, C1x+ C2y〉 ↑ max

z
, z ∈ Sl ⊂ IRl,


где x, y, z — стратегии 1, 2 и 3 игроков соответственно, A1, A2, B1, B2,

C1, C2 — матрицы, а Sp = {u = (u1, . . . , up)
T ∈ IRp

∣∣ ui ≥ 0,

p∑
i=1

ui = 1},

p = m,n, l — канонические симплексы соответствующей размерности.
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Цель состоит в отыскании ситуации равновесия по Нэшу в игре
Γ3 = Γ(A,B,C) (A = (A1, A2), B = (B1, B2), C = (C1, C2)) [5–8]. Нахо-
дясь в этом равновесии, ни одному из игроков невыгодно в одиночку из-
менять свою оптимальную стратегию. При этом, согласно теореме Нэ-
ша, такое равновесие в игре Γ3 существует [5] (NE(Γ3) 6= ∅). В [5] так-
же доказано, что эта задача эквивалентна поиску глобального решения
следующей невыпуклой оптимизационной задачи (σ 4= (x, y, z, α, β, γ)):

Φ(σ)
4
= 〈x,A1y+A2z〉+〈y,B1x+B2z〉+〈z, C1x+C2y〉−α−β−γ ↑ max

σ
,

σ ∈ S 4= {(x, y, z, α, β, γ) ∈ IRm+n+l+3 | x ∈ Sm, y ∈ Sn, z ∈ Sl,
A1y +A2z ≤ αem, B1x+B2z ≤ βen, C1x+ C2y ≤ γel},


(P)

где ep = (1, 1, ..., 1)∈ IRp, p = m,n, l; α, β, γ — вспомогательные скаляр-
ные переменные. Тройка (x∗, y∗, z∗), входящая в решение задачи (P),
является ситуацией равновесия по Нэшу, кроме того, оптимальные зна-
чения переменных α∗, β∗ и γ∗ — это выигрыши игроков, а оптимальное
значение задачи V(P) , Φ(x∗, y∗, z∗, α∗, β∗, γ∗) = 0. При этом справед-
ливо:

α∗= max
1≤i≤m

(A1y
∗+A2z

∗)i, β∗= max
1≤j≤n

(B1x
∗+B2z

∗)j , γ∗= max
1≤t≤l

(C1x
∗+C2y

∗)t.

(2)
Можно также показать, что в случае отыскания приближенного гло-

бального решения задачи (P) мы имеем приближенное равновесие по
Нэшу (NE(Γ3, ε)) [5]. Отметим, что количество переменных в полу-
чившейся задаче равно (m + n + l + 3), количество ограничений —
2(m + n + l) + 3, однако для краткости, говоря ниже о размерности
сгенерированных задач, будем иметь в виду количество стратегий у
одного из игроков.

Для применения ТГП к задаче (P) [9, 10] прежде всего построим
явное d.c. разложение ее целевой функции на разность двух выпуклых:

Φ(x, y, z, α, β, γ) = h(x, y, z)− g(x, y, z, α, β, γ), (3)

где

h(x, y, z) =
1

4

(
‖x+A1y‖2 + ‖x+A2z‖2 + ‖B1x+ y‖2 + ‖y +B2z‖2+

+‖C1x+ z‖2 + ‖C2y + z‖2
)
, g(σ) =

1

4

(
‖x−A1y‖2 + ‖x−A2z‖2+

+‖y −B1x‖2 + ‖y −B2z‖2 + ‖C1x− z‖2 + ‖C2y − z‖2
)

+ α+ β + γ .


(4)
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Таким образом, мы получаем задачу d.c. максимизации вида (DC),
где базовая невыпуклость заключена в функции h(·). Далее с учетом
свойств задачи (P) и d.c. разложения (3)–(4) представим теоретические
основы для построения алгоритмов ее решения на основе ТГП.

2 «Базовый» и гибридный методы глобального поиска
Фундаментом АГП являются так называемые условия глобальной

оптимальности (УГО), позволяющие охарактеризовать именно глобаль-
ное решение исследуемой задачи [9,10]. Приведем здесь УГО для зада-
чи (P) (в контрпозитивной форме) [6–8].

Обозначим: α(y, z) , max
1≤i≤m

(A1y+A2z)i, β(x, z) , max
1≤j≤n

(B1x+B2z)j ,

γ(x, y) , max
1≤t≤l

(C1x+C2y)t. Тогда согласно свойству (2), α∗ = α(y∗, z∗),

β∗ = β(x∗, z∗), γ∗ = γ(x∗, y∗), если (x∗, y∗, z∗) ∈ NE(Γ3).
Теорема 2.1 [6–8]. Если допустимый набор σ∗ = (x∗, y∗, z∗, α∗, β∗, γ∗)

не является глобальным решением задачи (P), тогда найдутся тройка
(u, v, w) ∈ IRm+n+l, вектор (x̄, ȳ, z̄) ∈ Sm × Sn × Sl и число ξ такие, что

h(u, v, w)− ξ = ζ
4
= Φ(σ∗) < 0,

g(u, v, w, α(v, w), β(u,w), γ(u, v)) ≤ ξ ≤ sup(g, S),
(5)

и при этом справедливо следующее неравенство:

g(x̄, ȳ, z̄, ᾱ, β̄, γ̄)− ξ < 〈∇xyzh(u, v, w), (x̄, ȳ, z̄)− (u, v, w)〉, (6)

где ᾱ , α(ȳ, z̄), β̄ , β(x̄, z̄), γ̄ , γ(x̄, ȳ).
Конструктивное (алгоритмическое) свойство сформулированных УГО,

которое позволяет в случае отыскания набора (u, v, w, x̄, ȳ, z̄, ξ), удовле-
творяющего неравенству (6), сразу получить точку лучше, чем иссле-
дуемая (даже стационарная или критическая), является основой АГП,
построенных на базе теории глобального поиска.

Напомним основные этапы таких алгоритмов (подробнее см. [3,4,6–
9, 13–15, 18]). Прежде всего осуществляется локальный поиск, прини-
мающий во внимание специфику исследуемой задачи, который достав-
ляет приближенно критические точки. В данном случае используется
метод типа «mountain climbing» [22], заключающийся в последователь-
ном решении задачи по группам переменных (специально сконструи-
рованных «частичных» задач ЛП), который доказал свою практиче-
скую эффективность для задач с билинейной структурой, в том чис-
ле для гексаматричных игр [4, 6–8, 13–15, 22]. Далее реализуется один
из ключевых для успешного глобального поиска этапов — построение
аппроксимации поверхности уровня выпуклой функции h(·). Важным
элементом АГП является также решение линеаризованных по базовой
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невыпуклости задач (PLr) := (PL(ur, vr, wr)) (для получения хороших
стартовых точек при локальном поиске):

g(σ)− 〈∇h(ur, vr, wr), (x, y, z)〉 ↓ min
σ
, σ ∈ S, (PLr)

где линеаризация проводится в точках аппроксимации (ur, vr, wr),
r = 1, ..., N . Кроме того, осуществляется одномерный поиск по пара-
метру УГО ξ; проводится отбор перспективных точек с поверхности
уровня (с помощью неравенства из (5)), и лучшие по целевой функ-
ции критические точки оцениваются с точки зрения получения окон-
чательного результата (как уже говорилось, ее значение в глобальном
решении равно нулю). Подробное описание «базового» алгоритма гло-
бального поиска в гексаматричных играх см. в [6–8,18].

Построение эволюционных, генетических и гибридных (на их осно-
ве) алгоритмов обычно начинается с выбора так называемой функции
приспособленности, с помощью которой можно оценить точки популя-
ции (набор допустимых точек задачи) [19,20]. Однако в нашем случае в
качестве популяции особей на каждой итерации k глобального поиска
выступают не допустимые точки, а множество точек, лежащих на те-
кущей поверхности уровня: Popk = {(ur, vr, wr) | (ur, vr, wr) ∈ Ak, r =
1, ..., N}, где Ak = {(u1, v1, w1), ..., (uN , vN , wN ) | h(ur, vr, wr) = ξ + ζk,

r = 1, ..., N}, ζk := Φ(σk), σk 4=(xk, yk, zk, αk, βk, γk) ∈ S — критическая
точка (текущий рекорд), ξ ∈ [inf(g, S), sup(g, S)].

При этом функция приспособленности не является, как в классиче-
ских вариантах ГА, просто целевой функцией задачи, поскольку точ-
ки аппроксимации могут быть в задаче недопустимыми, что влечет
бессмысленность подобного их оценивания. Выбранная с этой целью
функция PLoc(·) представляет собой значение целевой функции в кри-
тической точке σ̂r, построенной с помощью метода локального поис-
ка исходя из решения σ̄r линеаризованной задачи (PLr), которая, в
свою очередь, линеаризуется в соответствующей точке аппроксима-
ции (ur, vr, wr), так что PLoc(ur, vr, wr) 4= Φ(σ̂r). Такой выбор функ-
ции приспособленности обусловлен свойствами задачи и соответству-
ющего метода локального поиска (подробнее см. в [18]). Будем обо-
значать критическую точку также через ArgPLoc(·), так что σ̂r =
ArgPLoc(ur, vr, wr).

Точки популяции в ГА проходят специальным образом организован-
ный процесс «развития» с помощью операторов, моделирующих про-
цесс селекции, скрещивания (кроссовера) и мутации в течение опреде-
ленного количества поколений (итераций) [19,20]. Эти операторы были
внедрены в «базовый» АГП, в результате чего в [18] был построен сле-
дующий
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Гибридный алгоритм глобального поиска (ГАГП).

Пусть даны стартовая точка σ0 ∈ S, последовательности {τk}, {δk}
(τk > 0, δk > 0, k = 1, 2, ..., τk ↓ 0, δk ↓ 0 (k → ∞)), множество
Dir = {(ū1, v̄1, w̄1), ..., (ūN , v̄N , w̄N ) ∈ IRm+n+l|(ūr, v̄r, w̄r) 6= 0, r =

1, ..., N}, числа ξ−
4
= inf(g, S) и ξ+

4
= sup(g, S), вероятность мутации

Pm, максимальное число поколений Gmax и ε — точность решения за-
дачи.

Шаг 0. Положить k := 1, σ̄k := σ0, ξ := ξ−, 4ξ = (ξ+ − ξ−)/N .
Шаг 1. Начиная с точки σ̄k методом локального поиска найти τk-

критическую точку σk = (xk, yk, zk, αk, βk, γk) ∈ S в задаче (P). Поло-
жить ζk := Φ(σk).

Шаг 2. Если ζk ≥ −ε, то стоп; найдено приближенное ε-равновесие
по Нэшу в игре Γ3: (xk, yk, zk) ∈ NE(Γ3, ε).

Шаг 3. По точкам (ūr, v̄r, w̄r) ∈ Dir построить точки (ur, vr, wr)
аппроксимации поверхности уровня функции h(·), r = 1, ..., N , так что
h(ur, vr, wr) = ξ +4ξ · (r − 1) + ζk, т. е. построить начальную популя-
цию точек Popk с поверхности уровня. Для каждой точки популяции
вычислить значение функции приспособлености: ζr := PLoc(ur, vr, wr),
r = 1, ..., N . Положить p : ζp ≤ ζr ∀r = 1, ..., N.

Шаг 4. Если для некоторого номера r̄ ∈ {1, ...N} выполнено нера-
венство ζr̄ ≥ −ε, то стоп; найдено
(x∗, y∗, z∗, α∗, β∗, γ∗) := ArgPLoc(ur̄, vr̄, wr̄) — приближенное глобаль-
ное решение в задаче (P); (x∗, y∗, z∗) ∈ NE(Γ3, ε).

Шаг 5. Положить r1 := Rand{1, ..., N}, r2 := Rand{1, ..., N}. Ис-
пользуя какую-либо процедуру кроссовера, по точкам (ur1 , vr1 , wr1) и
(ur2 , vr2 , wr2) построить точки (ũ, ṽ, w̃) и (ǔ, v̌, w̌).

Шаг 6. Для точек (ũ, ṽ, w̃) и (ǔ, v̌, w̌) реализовать выбранную про-
цедуру мутации с вероятностью Pm.

Шаг 7. Вычислить α̃ := α(ṽ, w̃), β̃ := β(ũ, w̃), γ̃ := γ(ũ, ṽ);
α̌ := α(v̌, w̌), β̌ := β(ǔ, w̌), γ̌ := γ̌(ũ, ṽ). Положить σ̃ := (ũ, ṽ, w̃, α̃, β̃, γ̃),
σ̌ := (ǔ, v̌, w̌, α̌, β̌, γ̌). Вычислить также значения ζ̃ := Φ(σ̃), ζ̌ := Φ(σ̌);
ξ̃ := g(σ̃), ξ̌ := g(σ̌) и построить две новые точки, лежащие на поверх-
ностях уровня: h(ūr1 , v̄r1 , w̄r1) = ξ̃ + ζ̃ и h(ūr2 , v̄r2 , w̄r2) = ξ̌ + ζ̌.

Шаг 8. Вычислить PLoc(ūr1 , v̄r1 , w̄r1) и PLoc(ūr2 , v̄r2 , w̄r2). Поло-
жить
(ūr, v̄r, w̄r) := argmax{PLoc(ūr1 , v̄r1 , w̄r1), PLoc(ūr2 , v̄r2 , w̄r2)}.

Шаг 9. Если PLoc(ūr, v̄r, w̄r) ≥ −ε, то стоп; найдено приближенное
ε-равновесие по Нэшу в игре Γ3.
(x∗, y∗, z∗, α∗, β∗, γ∗) := ArgPLoc(ūr, v̄r, w̄r) — приближенное глобаль-
ное решение задачи (P).
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Шаг 10. Если PLoc(ūr, v̄r, w̄r) > ζp, то обновить точку j популяции:
(up, vp, wp) := (ūr, v̄r, w̄r).

Шаг 11. Если k < Gmax, то k := k + 1 и перейти на шаг 3, иначе
стоп. (u∗, v∗, w∗) := argmax{PLoc(ur, vr, wr) | (ur, vr, wr) ∈ Popk, r =
1, ..., N}, (x∗, y∗, z∗, α∗, β∗, γ∗) := := ArgPLoc(u∗, v∗, w∗) — полученное
решение задачи. #

Допустимая стартовая точка σ0, как и для «базового» алгоритма,
легко строится с помощью барицентров канонических симплексов и
свойства (2) [6–8, 18]. Точности τk и δk используются в ГАГП внут-
ри функции PLoc(·), где мы решаем линеаризованную задачу и осу-
ществляем локальный поиск. Поэтому упоминание о τk и δk на шагах
алгоритма отсутствует. Вспомогательные выпуклая линеаризованная
задача и задачи ЛП на шагах локального поиска могут быть решены
одним из классических методов линейного и квадратичного програм-
мирования (см., например, [11,12]). Построение точек, принадлежащих
аппроксимации поверхности уровня, по заданным векторам из Dir и
на шаге 7 проводится аналитически (подробнее см. [6,7]). При этом за-
метим, что эта процедура может быть реализована для любой точки
евклидова пространства (кроме 0), поэтому проблем с допустимостью
точек, полученных в результате применения операторов ГА, здесь не
возникает.

Отметим также необходимость специального вычисления значений
скалярных переменных задачи на шаге 7, поскольку аппроксимация по-
верхности уровня функции, задающей базовую невыпуклость в такого
типа задачах, строится только в пространстве трех векторных перемен-
ных. Кроме того, немаловажным элементом ГАГП в гексаматричных
играх (равно как и «базового» АГП) являются дополнительные крите-
рии останова (см. шаги 2, 4 и 9), которые определяют приближенное
глобальное решение задачи (P) согласно свойствам редукции гексамат-
ричной игры.

Наконец, из всего широкого спектра возможных вариантов генети-
ческих операторов для реализации в ГАГП были выбраны процеду-
ры однородного кроссовера и равномерной мутации [19, 20], которые
осуществляются следующим образом. Пусть r1, r2 ∈ {1, ...N} (r1 6=
r2) — номера особей для осуществления однородного кроссовера и κ :=
Rand[0, 1]. Тогда ∀j = 1, ...,m + n + l, если κ < 0.5 то (ǔ, v̌, w̌)j :=
(ur1 , vr1 , wr1)j , (ũ, ṽ, w̃)j := (ur2 , vr2 , wr2)j , иначе
(ũ, ṽ, w̃)j := (ur1 , vr1 , wr1)j , (ǔ, v̌, w̌)j :=(ur2 , vr2 , wr2)j . Далее, пусть Pm —
вероятность осуществления мутации, и вследствие особенностей зада-
чи K = 0, K = K > 0. Для каждого j = 1, ...,m+ n+ l вычис-
ляются свои κ1 := Rand[0, 1] и κ2 := Rand[0, 1]. Если κ1 < Pm, то
(ǔ, v̌, w̌)j := Rand[0,K]. Если κ2<Pm, то (ũ, ṽ, w̃)j := Rand[0,K].
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Предварительное численное тестирование разработанного алгорит-
ма, проведенное в [18], показало работоспособность предложенного ги-
бридного подхода к решению гексаматричных игр. Ниже подробно пред-
ставим сравнительный вычислительный эксперимент по решению боль-
шого количества случайно сгенерированных игр различной сложности
и размерности.

3 Вычислительный эксперимент
Программы, реализующие разработанный ГАГП, равно как и «ба-

зовый» АГП из [6–8], были реализованы в системе MATLAB 7.11.0.584
R2010b. При этом для возможности корректного сравнения счет про-
водился на том же компьютере, что и в [8], с процессором Intel Core
i5-4690К CPU (3.5 GHz) и 16 Gb RAM. Вспомогательные задачи ли-
нейного и выпуклого квадратичного программирования решались с по-
мощью подпрограмм «cplexlp» и «cplexqp» пакета IBM ILOG CPLEX
12.6.2 соответственно, с установками по умолчанию.

Наборы тестовых гексаматричных игр были случайно сгенерирова-
ны с помощью подпрограммы «sprand» системы MATLAB. Элементы
матриц A1, A2, B1, B2, C1, и C2 представляют собой целые псевдо-
случайные числа, равномерно распределенные на отрезке [−(m + n +
l)/10, (m+ n+ l)/10]. Заполненность матриц была равна 0.1. При этом
параметры подпрограммы генерации были установлены так, что при
каждом запуске программы генерируется одна и та же псевдослучай-
ная последовательность. Это также дает возможность корректно срав-
нивать результаты работы двух алгоритмов, поскольку для определен-
ной размерности строится одна и та же серия гексаматричных игр.

Как и во время второго этапа вычислительного эксперимента из [8],
с помощью ГАГП решались игры размерности от (10 + 10 + 10) до
(100 + 100 + 100) (m = n = l), количество игр в серии зависело от
размерности и изменялось от 10000 до 10 (Sr).

Таким образом, все условия эксперимента из [8] были сохранены.
Напомним полученные в этом эксперименте результаты решения те-
стовых задач. Они приведены ниже в табл. 1 со следующими обозначе-
ниями: SLoc — количество задач из серии, решенное только с помощью
первичного локального поиска; Locav — среднее (на одну задачу серии)
количество запусков локального поиска, потребовавшееся при глобаль-
ном поиске; LPav и QPav — среднее количество решенных задач ЛП и
выпуклых квадратичных задач соответственно. Можно считать эти по-
казатели некой «мерой» эффективности АГП наряду с Tav — средним
временем решения одной задачи (в секундах). Наконец, uS — количе-
ство задач в серии, в которых не была достигнута заданная точность
ε = 10−3 приближенной ситуации равновесия по Нэшу.
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Таблица 1. Тестирование «базового» АГП на сериях задач различной
размерности

m Sr SLoc LPav Locav QPav Tav uS
10 10000 1325 200.06 14.75 3.11 0.21 0
15 10000 97 806.57 45.84 8.30 0.94 0
20 1000 1 6057.86 291.23 49.20 6.98 4
25 1000 0 8243.24 575.84 96.65 10.08 7
30 1000 0 14038.57 983.67 164.64 17.81 8
40 1000 0 29920.71 1741.52 290.94 42.49 11
50 100 0 40650.39 2077.65 346.98 58.55 1
60 100 0 58387.44 2584.34 431.37 91.39 1
70 100 0 119430.68 5777.18 963.46 215.88 2
80 10 0 29301.5 985.0 164.8 57.6 0
90 10 0 219911.8 3055.7 509.9 363.5 0
100 10 0 117174.9 3328.4 555.3 265.0 0

Напомним также, что локальный поиск в «базовом» АГП пред-
ставлял собой последовательную реализацию шести возможных про-
цедур [6–8, 22] типа «mountain climbing», получающихся, в частности,
с помощью изменения порядка решения задач ЛП. И, как можно ви-
деть из таблицы, в этом случае удалось решить с заданной точностью
более 99.8% сгенерированных задач (всего 34 из 24330 задач остались
нерешенными).

При реализации ГАГП после предварительных экспериментов преж-
де всего было уменьшено количество вызовов процедур в локальном
поиске с 6 до 2. Стартовая допустимая точка и значения общих пара-
метров выбирались, как и в [8].

Далее, выбор специфических «генетических» параметров (размера
популяции (N), вероятности мутации (Pm) и количества поколений
(Gmax)) проводился последовательно из наборов {m; (m+n+l); (m+n+
+l)∗3; (m+n+ l)∗2}, {0.02; 0.01; 0.03; 0.04} и {(m+n+ l); (m+n+ l)∗3;
(m+n+l)∗5; (m+n+l)∗ [

√
m]} соответственно. В результате было орга-

низовано 4 запуска ГАГП, после окончания каждого из них заново про-
водилось построение начальной популяции. Сама же начальная попу-
ляция строилась с помощью векторов множеств Dir, которые наиболее
эффективно зарекомендовали себя в качестве векторов множеств на-
правлений для построения аппроксимаций поверхностей уровня в «ба-
зовом» АГП, а именно: первые m точек этого множества выбирались
из набора:

Dir1 = {er ∈ IRm+n+l, r = 1, ...,m+ n+ l},

где er — соответствующий вектор стандартного евклидового базиса. А
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остальные выбирались случайным образом из множеств

Dir2 = {(ei, ej , et), i = 1, ...,m, j = 1, ..., n, t = 1, ..., l},

Dir3 = {(ei + xk, ej + yk, et + zk), i = 1, ...,m, j = 1, ..., n, t = 1, ..., l},

где ei, ej , et — также векторы евклидового базиса соответствующей раз-
мерности, а (xk, yk, zk) — компоненты текущей критической точки в
задаче (P) (с шага 1 ГАГП). При этом было реализовано два варианта
ГАГП: в первом случае выбор из множества Dir2 происходил на 1-м и
3-м запусках ГАГП, а из Dir3 — на 2-м и 4-м (прямой шрифт в таб-
лице); во втором случае — наоборот (из Dir3 на 1-м и 3-м; из Dir2 на
2-м и 4-м запусках — курсивный шрифт в таблице). В табл. 2, приве-
денной ниже, представлены результаты, полученные лучшим из этих
двух вариантов. При этом в столбце Par1,2,3,4 указано количество задач
из серии, решенных с помощью соответствующего набора параметров
N , Pm и Gmax. Остальные обозначения и количество задач в сериях
остались прежними.

Из табл. 2 прежде всего можно видеть, что количество нерешенных
задач из 24330 сгенерированных сократилось с 34 до 11, т. е. более
чем в три раза. Естественно, что при реализации ГАГП уменьшилось
количество задач, решенных на небольших размерностях только одним
локальным поиском, поскольку теперь внутри него действует только 2
процедуры, а не 6.

Тем не менее среднее время решения задач значительно уменьши-
лось. ГАГП проиграл «базовому» АГП только на размерностях 10, 80
и 100. В первом случае это объясняется тем, что, действительно, при
повышении размерности в среднем эффективность ГАГП по времени
увеличивается. А во втором и третьем случаях, равно как и для задач с
размерностью 90, в сгенерированных сериях слишком мало задач, что-
бы можно было судить о какой-то общей тенденции. На размерности 90
ГАГП выигрывает по времени более чем в 4.5 раза, а на размерностях
80 и 100 — проигрывает соответственно в 3.2 и 1.25 раза. Более надеж-
ные выводы можно сделать на задачах средних размерностей от 15 до
70. Здесь выигрыш ГАГП очевиден и колеблется от 1.1 до 3.4 раза.
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Таблица 2. Тестирование ГАГП на тех же сериях задач
m SLoc LPav Locav QPav Par1,2,3,4 Tav uS
10 591 195.89 21.36 10.74 (9399;8;2;0) 0.31 0
15 67 497.82 40.48 20.78 (9796;126;8;2) 0.86 1
20 0 1197.91 85.68 45.15 (943;49;8;0) 2.08 0
25 0 2548.52 163.97 87.37 (904;83;9;2) 4.51 2
30 0 4454.42 276.03 146.47 (842;130;24;2) 8.62 2
40 0 11015.89 578.68 306.00 (739;213;34;8) 23.76 6
50 0 13405.28 744.73 400.79 (65;33;1;1) 30.23 0
60 0 28232.14 1340.10 711.88 (56;38;2;4) 68.14 0
70 0 29017.16 1367.57 725.96 (42;52;6;0) 78.22 0
80 0 62126.4 2469.3 1258.1 (1;7;2;0) 183.69 0
90 0 19781.7 944.2 489.1 (6;4;0;0) 80.04 0
100 0 85091.4 3607.6 1896.2 (0;8;2;0) 329.09 0

Можно заметить также, что при повышении размерности происхо-
дит «смещение» доли задач, для решения которых требуются дополни-
тельные запуски ГАГП. Если для задач небольших размерностей более
90% решаются на первом запуске, то для задач размерности 100 уже
ни в одной из них равновесие на первом запуске найти не удается.
Наконец, первый вариант ГАГП оказался более эффективным по срав-
нению со вторым, поскольку показал лучшие по качеству результаты
в 7 сериях из 12-ти.

Итак, на основании вышесказанного можно сделать окончательный
вывод о преимуществе разработанного ГАГП над «базовым» АГП на
достаточно широком спектре случайно сгенерированных задач различ-
ной размерности.

В завершение статьи (табл. 3) представим результаты решения «услож-
ненных» задач, на которых «базовый» алгоритм показал неприемле-
мые результаты (до 50% нерешенных задач в серии). При этом была
использована модификация разработанного алгоритма, заключающа-
яся в выборе не m, а до m+n+ l точек из набора Dir1 при построении
начальной популяции. Эта модификация показала себя еще более эф-
фективно во время решения задач таблиц 1 и 2.

Здесь заполненность матриц была повышена до 0.5 для задач раз-
мерностей 10 и 15, с постепенным уменьшением до 0.15 для задач вы-
соких размерностей. Отметим, что этим вариантом алгоритма удалось
решить задачи вплоть до размерности 200. Обозначения в таблице оста-
лись прежние, при этом из нее был исключен столбец SLoc, поскольку
вследствие сложности новых задач одним локальным поиском удалось
решить только 16 из 10000 задач с 10 стратегиями у каждого из игро-
ков.
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Таблица 3. Тестирование ГАГП на усложненных задачах
m Sr LPav Locav QPav Par1,2,3,4 Tav uS
10 10000 1076.80 60.14 31.20 (8817;1066;75;10) 1.58 16
15 1000 4309.67 165.62 85.75 (732;238;21;2) 6.84 7
20 1000 10446.60 419.75 215.83 (571;337;60;8) 17.38 24
25 1000 22649.31 819.83 422.18 (410;387;160;18) 36.20 25
30 100 25337.93 1106.68 567.93 (34;41;21;0) 47.27 4
40 100 56583.75 2368.12 1217.07 (9;28;33;25) 114.16 9
50 100 82016.14 3687.08 1897.53 (14;41;28;6) 170.48 11
60 10 79521.8 3225.1 1665.3 (2;3;5;0) 185.59 0
70 10 134172.0 5280.4 2707.8 (1;4;3;1) 366.06 1
80 10 151104.9 6715.2 3601.3 (0;3;5;2) 517.18 0
90 10 220415.0 9677.2 5065.0 (1;3;3;1) 894.40 2
100 1 501558 23425 12242 (0;0;0;1) 2355.30 0
120 1 122514 4095 2485 (0;1;0;0) 618.80 0
150 1 50003 1782 944 (1;0;0;0) 431.32 0
175 1 164588 8041 4314 (0;1;0;0) 2085.30 0
200 1 654850 23544 12315 (0;0;1;0) 8576.27 0

По среднему времени решения задач, числу запусков локального по-
иска и количеству решенных вспомогательных задач из табл. 3 можно
видеть, что «усложненные» задачи труднее для алгоритма примерно в
5–8 раз. Количество нерешенных с точностью 10−3 задач остается до-
статочно низким (не решены с заданной точностью 99 (менее 1 %) из
13345 сгенерированных задач). При этом в 93 из этих 99 задач удалось
приблизиться к нулю с точностью 10−1, так что здесь получено просто
более грубое приближенное равновесие по Нэшу. Также сохраняется
эффект «смещения» доли задач, для решения которых требуются до-
полнительные запуски ГАГП. И более эффективным остается первый
вариант алгоритма (в 12 сериях из 16).

В целом можно сделать вывод, что гибридный подход к решению
гексаматричных игр оказался достаточно эффективным, хотя и сохра-
няется необходимость его совершенствования с целью дальнейшего по-
вышения размерности и заполненности матриц в сгенерированных за-
дачах.

Заключение
В работе представлены результаты детализации гибридного алго-

ритма, разработанного в [21] и предназначенного для поиска ситуаций
равновесия по Нэшу в гексаматричных играх. Подробно описан вы-
бор его параметров, а также процесс организации и итоги обширного
вычислительного эксперимента.

По результатам эксперимента можно сделать вывод, что ГАГП поз-
воляет быстрее и качественнее, чем «базовый» алгоритм [8], решать
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гексаматричные игры, особенно это касается игр с повышенной раз-
мерностью и заполненностью матриц. Дальнейшее совершенствование
алгоритма будет направлено, в частности, на модификацию блока ло-
кального поиска, чтобы можно было решать еще более сложные задачи
данного класса.
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Abstract. The paper addresses a special hybrid approach to the de-
velopment of methods for finding Nash equilibrium points in three-person
polymatrix games (hexamatrix games). On the one hand, this approach
is based on the Global Search Theory created by A.S. Strekalovsky for
nonconvex optimization problems with d.c. functions (representable as a
difference of two convex functions). On the other hand, to implementation
of one of the key stages of the global search — constructing an approx-
imation of the level surface of a convex function — operators of genetic
algorithms are used.

After the description of the hybrid approach, it is described in detail
about the organization and carrying out of an extensive computational
experiment comparing the hybrid algorithm with the ”basic” global search
algorithm developed earlier. The results of a computational experiment on
a series of randomly generated problems are presented, which confirm the
efficiency of the proposed hybrid approach to solving hexamatrix games.

Keywords: polymatrix games of three players, hexamatrix games, Nash
equilibrium, Global Search Theory, local search, global search algorithm,
level surface approximation, genetic operators, hybrid algorithm, compu-
tational experiment.
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