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Используя новую модификацию функции гибкой структуры в статье 

исследуется  возможность решения краевых задач уравнений  нейтраль-
ного типа.  
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The linear boundary value problems of Volterra integer-differential 

equations of neutral type  
 
Using new updating of function of flexible structure in article possibilities 

of the decision of boundary value problems of the linear equations of neutral 
type is investigated.  

Keywords: the boundary value problem, the Volterra integer-differential 
equations, function of the flexible structure, neutral type of the equations.  

 
Введение 

Н.К. Куликов и многие его ученики и последователи применяли функ-
цию гибкой структуры для решения начальных задач дифференциальных 
и интегродифференциальных уравнений с обыкновенным аргументом. 
Выпишем её общий вид и дадим информацию о входящих в неё функциях 
и постоянных  
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где 0,i n= ,   1 2( , , , )nD D r r r= K  – определитель Вандермонда, составлен-
ный из неопределенных параметров 1 2, , , nr r rK , которые определяются в 
ходе решения задачи исходя из оптимальности ее решения. Определители 

( ), 1,s x t s nD - =  получаются из определителя D заменой s-ой строки стро-
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кой 1 2exp ( ),exp ( ), ,exp ( )nr x t r x t r x t- - -K , ( )xm  – новая неизвестная 
функция и 1, 0 0, 1.n i i nd d= = " = -  

Так как любую непрерывную n раз дифференцируемую функцию 
можно представить в виде функции с гибкой структурой [2]-[3], то преоб-
разования, выполненные с её помощью, приведут к разрешающему инте-
гральному уравнению эквивалентному первоначально поставленной зада-
че. За счет оптимального выбора параметров функции гибкой структуры 
можно получать решения в замкнутой форме,  а если это не удается,  то 
ускорять процесс приближенного решения и влиять на объем вычисле-
ний. 

     Параметры в определителе D могут быть и равными, в этом случае 

пределы выражений 
i

js
i

x
txu

D
¶

-D¶- ))((1  имеют вполне определенные 

значения, вычисляемые по правилу Лопиталя.               

Так как функция гибкой структуры содержит начальные условия, то её 
применение к решению краевых задач напрямую невозможно. Поэтому в 
работе [4]  используя значения функции гибкой структуры (*) и её произ-
водных  в точках краевых условий 0x , 1x  и подставив эти значения  в 
краевые условия, получена система уравнений, разрешив которую найде-
ны выражения для начальных значений  ( )

0( ) 0, 1iy x i n= - .  

Подставив эти выражения ( )
0( ) 0, 1iy x i n= -  в функцию гибкой струк-

туры (*),  получена другая модификация функции гибкой структуры для 
решения краевых задач.  В работе [5] эта новая форма применена для ре-
шения краевых задач уравнений Вольтерра с отклоняющимся аргументом 
запаздывающего типа и в работе [6] для решения уравнений одного вида 
нейтрального типа. 

В данной работе исследуем вопрос о возможности аналогичных преоб-
разований линейной краевой задачи для другого более общего вида ин-
тегродифференциальных уравнений Вольтерра с отклоняющимся ар-
гументом нейтрального типа. Определение типов уравнений дано в соот-
ветствии с классификацией, приведённой для интегро-дифференциальных 
уравнений в работе [1]. 

 
Постановка задачи и её решение 

Рассмотрим общий вид одного класса интегродифференциальных 
уравнений Вольтерра нейтрального типа с функциональными запаздыва-
ниями  
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где 0 ( ) , ( ) 1,ju x x u x x j lº £ " =  и ( ) ,ju x xº/ функции ( ),i jf x ( )ju x
 
и ( )f x – 

непрерывны, ядра ( , )i jK x h  регулярны в квадрате ,a x bh£ £ .  
Определим линейные двухточечные краевые условия для уравнения 
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Выпишем начальные функции в стандартной форме для краевых задач 
с запаздывающим аргументом 
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( )ju x x£   при  0x x³   1,j l" = , а [ ]
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Предполагая,  что решение задачи (1),  (2),  (3)  существует и единст-
венно, будем искать её решение на отрезке [ ]0 ,x x bÎ . Применив новую  
модификацию функции гибкой структуры, полученную для решения 
краевых задач в работе [4]   
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Здесь 0,i n= , 1, 0 0, 1,n i i ng g= = " = - 0,j l=  и w  – главный опреде-

литель системы, полученной при отыскании выражений начальных зна-
чений с использованием краевых условий (2) 

1 ( )
1 1 0det ( ) ,i

i i iD x xt tw a b -
+é ù= + D -ë û  , 0, 1i nt = - ,           (5) 

а  itw  –  алгебраические дополнения к элементам главного определителя.  
 В формуле (4)  сохранены обозначения Н.К.   Куликова [2]-[3]  для оп-

ределителя .D   1 2( , , , )nD D r r r= K  – определитель Вандермонда, состав-
ленный из неопределенных параметров 1 2, , , nr r rK , которые определяются 
в ходе решения задачи, исходя из оптимальности ее решения. Определи-
тели ( ), 1,s x t s nD - =  получаются из определителя D заменой s-ой строки 
строкой 1 2exp ( ),exp ( ), ,exp ( )nr x t r x t r x t- - -K  и ( )xm  –  новая неизвест-
ная функция.  

Обозначим через  jc  наименьшие из корней уравнений 0( )ju x x=  на 

отрезке [ ]0 ,x x bÎ ,  если же таковых нет,  то полагаем соответствующие 
.jc b=   Далее разобьём интегралы в уравнении (1) на суммы от известных 
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и неизвестных частей в выражениях от запаздываний в соответствии с (3), 
считая при этом   (n) (n 1) (n)

0( ( )) ( ) ( ( )).j jy u x y x u xj-=  
При построении разрешающего уравнения поставленной краевой зада-

чи с помощью новой модификации функции гибкой структуры и её про-
изводных (4), как и для уравнений запаздывающего типа, могут возник-
нуть три возможные ситуации:   

1. 0 1 0, ;jx x c j l< £ " =   2. 0 1 0, ;jx c x j l< £ " =   3. 1x   таково,  что 

0,j l$ = ,  что  для некоторых выполняется 0 1 jx x c< £  и   для других 

0 1jx c x< £ .  
Первый случай наиболее простой, он напрямую сводится к решению 

задачи Коши. 
Во втором и третьем случаях разбиваем интегралы в уравнении (1) на 

сумму в соответствии с определившимися начальными множествами 
0

j
xE . 

Подставим функцию гибкой структуры и ее производные (4), полученные 
для краевой задачи,  в уравнение (1), выделяя при этом известные и неиз-
вестные выражения под знаком интеграла. Затем, проведя преобразования 
выражений под знаками интегралов, содержащих неизвестную функ-
цию ( ),xm заменив переменную h  на t и сменив порядок интегрирования в 
двойных интегралах, получим разрешающее интегральное уравнение 
смешанного типа Вольтерра-Фредгольма с запаздывающим  аргументом  
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Для ядер ( , )jG x t , ( , )jH x t и свободной функции ( )F x получены 
определённые формулы. Уравнение (6) легко преобразуется к уравнению 
с обыкновенным аргументом, если ввести новую переменную  ( ).lz u x=  
Тогда 1( )lx u z-=  – обратная функция для функции ( )lu x .    

     Далее, поделив разрешающее уравнение  (6) на  ( ) 0n
lu x¢ ¹ , введя 

новые обозначения для известных функций и ядер 
( ) 1 1 ( ) 1( , ) ( ( )) ( ( ), ), ( , ) ( ) ( ( ), ),n n

j l l j l j l j lT z t u u z G u z t Q z t u z H u z t- - - - -¢ ¢= =       
( ) 1( ) ( ) ( ( ))n

l lR z u z F u z- -¢= ,   1( ) ( ( ))j j lv z u u z-= , получим разрешающее инте-
гральное уравнение Вольтерра-Фредгольма с обыкновенным аргументом 
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Пример. Найти решение краевой задачи для уравнения первого поряд-
ка нейтрального типа 

2
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4 ( ) 2 ( ) ( ) 2
2

xxy x y d xh h h¢ ¢+ - = +ò  

с краевыми условиями 
3 (0) (1) 1y y+ =  

и начальными функциями 

y( ) (0), ( ) (0),
2
xx y y y= =  

заданными на начальном множестве.  
Решение. В данной краевой задаче  0 10, 1,x x= =   0 ( ) ,u x xº    

1 0 1( ) , 0, 0,
2
xu x c c= = =

 
[ ]

0
0 .xE =  Так как начальное множество состоит 

из одной точки, совпадающей со значением нижнего предела интегриро-
вания, то начальные функции на значения интеграла влиять не будут.  

Выпишем функцию гибкой структуры по формулам  (*)  и её значение 
для  1( )y x  при значении 0i = ,  учитывая условия данной краевой задачи                                  

1
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rx r x t r r ty x y e e t dt y y e e t dtm m- -= + = +ò ò  

Можно воспользоваться и формулой (4) данной работы, но примене-
ние этой формулы, выведенной для общего случая, усложнит выкладки, 
поэтому повторим на примере её вывод.  

Подставив полученное выражение для 1( )y x  при 1 1x =  в краевые  ус-
ловия задачи найдём  
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Затем, подставив это выражение для (0)y  в функцию гибкой структу-
ры, найдём её выражение в соответствии с условиями данной краевой за-
дачи  
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С целью сокращения объёма выкладок положим 0,r =  тогда выраже-
ния функции гибкой структуры и её производных для данной краевой за-
дачи упростятся  

1

0 0

1 1( ) ( ) ( )
4 4

x

y x t dt t dtm m= - +ò ò   и 
1 2

0 0
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2 4 4

x
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1( ) ( ), ( ) ( ).
2 2 2
x xy x x ym m¢ ¢= =

 Подставив эти выражения функции гибкой структуры и её производ-
ных для данной краевой задачи в исходное уравнение, получим разре-
шающее уравнение 

 2

0

( ) ( ) ( ) 1
2 2

xx xx t t dtm m+ - = +ò
   

с единственным решением   ( ) 1xm = .  И, подставив это значение ( ) 1tm =  
в выражение функции гибкой структуры данной задачи, найдем  её реше-
ние  .y x=  Нетрудно проверить, что все условия краевой задачи выпол-
няются.  

  
Заключение 

В журнальной литературе имеются работы, которые затрагивают мно-
гие вопросы решения интегродифференциальных уравнений Вольтерра с 
отклоняющимся аргументом, но мало работ, которые бы поднимали и 
решали проблему преобразования начальных и краевых задач для таких 
уравнений к разрешающим уравнениям с обыкновенным аргументом.  

В данной статье исследованы возможности построения модели с 
обыкновенным аргументом для краевой задачи одного вида интегродиф-
ференциальных  уравнений Вольтерра нейтрального типа. Для всех урав-
нений запаздывающего типа с помощью функции гибкой структуры этот 
вопрос решён положительно в работе [3]. Для уравнений нейтрального и 
опережающего типов такое преобразование возможно только для некото-
рых классов уравнений. Полученные аналитические выражения модели 
начальной задачи дают возможность оптимизировать нахождение её точ-
ного или приближённого решений за счёт оптимального выбора парамет-
ров функции гибкой структуры и разработать программу решения по-
ставленных задач на ЭВМ. Этому и будут посвящены дальнейшие иссле-
дования и разработки программ.   
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