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Уравнения Гельмгольца электромагнитных волн 
в гиперболически намагниченных гиротпропных 

эллиптических волноводах 
 

Получены обобщенные уравнения Гельмгольца электромагнитных 
волн в регулярных волноводах с ортогональными формами поперечного 
сечения, заполненных намагниченным ферритом (гиротропной средой). 
Рассматривается один из двух случаев поперечного намагничивания фер-
рита, когда направление распространение электромагнитной волны и на-
правление внешнего намагничивающего постоянного магнитного поля 
перпендикулярны, а именно – нормальное намагничивание. Математиче-
ской основой является модифицированный метод инвариантных преобра-
зований, позволяющий легко осуществить переход к любому регулярному 
волноводу с прямолинейной  и криволинейной ортогональной формой 
поперечного сечения: прямоугольному, круглому, эллиптическому. На 
базе полученных выражений впервые выведены уравнения Гельмгольца 
для наименее исследованных гиротропных эллиптических волноводов 
при нормальном (гиперболическом) намагничивании. Представленные 
уравнения Гельмгольца позволяют поставить и решить краевую задачу 
эллиптического волновода при гиперболическом намагничивании с даль-
нейшим получением дисперсионного уравнения. 

Ключевые слова: произвольное намагничивание, тензор магнитной 
проницаемости феррита, поперечные компоненты электромагнитной вол-
ны, коэффициенты Ламэ, символы Кристоффеля. 
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Helmholtz equations of electromagnetic waves in hyperbolic 

the magnetized gyrotropic elliptic wave guides 
 

The generalized equations of Helmholtz of electromagnetic waves in the 
regular wave guides with orthogonal forms of a transverse section filled with 
the magnetized ferrite (the gyrotropic environment) are received. One of two 
cases of cross magnetization of ferrite when the direction distribution of elec-
tromagnetic wave and the direction of the outside magnetizing constant mag-
netic field are perpendicular is considered, namely – normal magnetization. A 
mathematical basis is the modified method of invariant conversions allowing to 
realize easily transition to any regular wave guide with the rectilinear and cur-
vilinear orthogonal form of a transverse section: rectangular, round, elliptic. 



ВЕСТНИК БГУ. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА 2016/2

 

 86 

On the basis of the received expressions Helmholtz equations for the least 
probed gyrotropic elliptic wave guides for the first time are removed in case of 
normal (hyperbolic) magnetization. The provided Helmholtz equations allow 
to deliver and solve a boundary value problem of an elliptic wave guide in case 
of hyperbolic magnetization with further receiving the dispersing equation. 

Keywords:  the arbitrary magnetization, tensor of magnetic conductivity of 
ferrite, cross components of an electromagnetic wave, coefficients of Lame, 
symbols of Christoffel. 

 
Введение 

При разработке различных приборов сверхвысокочастотного диапазо-
на (гираторы, циркуляторы, фазовращатели, ослабители и другие) широко 
применяются намагниченные ферриты [1, 2].  Феррит при этом может 
быть намагничен продольно, когда направления распространения элек-
тромагнитной волны и намагниченности феррита совпадают, или попе-
речно, когда они перпендикулярны. В большинстве случаев рассматрива-
ются гиротропные волноводы с круглой и прямоугольной формой попе-
речного сечения [1-3]. В указанных и в других работах анализ гиротроп-
ных эллиптических волноводах носит фрагментарный характер или огра-
ничиваются изотропным случаем. 

Целью настоящей работы является получение уравнений Гельмгольца 
НЕ и ЕН волн гиротропного волновода с ортогональной формой попереч-
ного сечения при нормальном намагничивании и на их основе переход к 
гиротропному эллиптическому волноводу при гиперболическом (нор-
мальном) намагничивании. 

 
1. Уравнения Гельмгольца НЕ-волн 

В [4] было получено общее выражение, позволяющие вывести уравне-
ния Гельмгольца НЕ-волны для гиротропного волновода с ортогональной 
формой поперечного сечения при произвольном намагничивании: 
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ZHH =3  – продольная, 1H и 2H  – поперечные компоненты магнитного 
поля; j  – мнимая единица; g  – постоянная распространения; 1h , 2h  – ко-

эффициенты Ламэ; 1q  , 2q  – обобщенные поперечные координаты; 1
12Г , 

2
21Г  – символы Кристоффеля; w  – циклическая частота; e  –

диэлектрическая проницаемость феррита, 33m,m,l  – компоненты тензора 
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магнитной проницаемости феррита.  
Тензор магнитной проницаемости феррита при произвольном намаг-

ничивании можно записать в виде [5]: 
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где m,l,k,,, 332211 mmm  – компоненты тензора. 
При нормальном намагничивании компоненты тензора магнитной 

проницаемости феррита примут вид: 
||mm =11 ; mmm == 3322 ; 0== lk ; 0¹m .                                 (3) 

Тогда выражение (1) с учетом условий (3) примет вид: 
( ) 02

2
2

22112211 =+-++D+D ZZZ HmHjHHjHH emwewddg .   (4) 
Поперечные компоненты электромагнитных волн в гиротропных вол-

новодах с ортогональной формой поперечного сечения при нормальном 
намагничивании имеет вид [4]: 
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где 
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i qh ¶
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1 , i=1,2; 1E , 2E  – поперечные компоненты электрического 

поля; ZEE =3  – продольная компонента электрического поля; 
222 gem -= ||wa ; 222 gem -= wb . 

Подставив в формулу (4) выражения для поперечных компонент 1H  и 

2H  из системы (5) получим уравнение Гельмгольца НЕ-волн для гиро-
тропных волноводов с ортогональной формой поперечного сечения при 
нормальном намагничивании: 
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Коэффициенты Ламэ, символы Кристоффеля, дифференциальные опе-
раторы I-го и II-го порядков для эллиптических  волноводов имеют вид 
[4]: 
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где  x=1q , j=2q , Zq =3  – координатные линии эллиптической систе-

мы координат; e - фокус эллипса; jx 222 coschd -= . 
Подставив выражение (7) в формулу (6) получим уравнение Гельм-

гольца НЕ-волн гиротропного эллиптического волновода при гиперболи-
ческом намагничивании: 
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2. Уравнения Гельмгольца ЕН-волн 

Общие выражения, позволяющие вывести уравнения Гельмгольца ЕН- 
волны для гиротропного волновода с ортогональной формой поперечного 
сечения при произвольном намагничивании [4]:  
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Выражение (9) для случая нормального намагничивания с учетом ус-
ловий (3) примет вид: 

( ) 2
|| 11 22 || 1 1 2 2 || 1 || 0.Z Z Z ZE E j E E m H Em m g m d md wm d w em mD + D + + + + =  (10) 
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Подставив в формулу (10) выражения для поперечных компонент 1Е  и 

2Е  из системы (5) получим уравнение Гельмгольца ЕН-волн для гиро-
тропных волноводов с ортогональной формой поперечного сечения при 
нормальном намагничивании: 
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Подставив выражение (7) в формулу (11) получим уравнение Гельм-
гольца ЕН-волн гиротропного эллиптического волновода при гиперболи-
ческом намагничивании: 
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Заключение 

Впервые получены для гиротропных эллиптических волноводов при 
гиперболическом намагничивании уравнения Гельмгольца для НЕ-волны 
(8) и ЕН-волны (12). Полученные уравнения позволяют поставить и ре-
шить краевую задачу с последующим выводом дисперсионных уравнений 
для анализа особенностей распространения электромагнитных волн в ука-
занных волноводах. Результаты дисперсионного анализа имеют большой 
практический интерес для построения различных приборов сверхвысоко-
частотного диапазона. 
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