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Математическая модель представления однопараметрической 
кривой и двухпараметрической поверхности в форме 

мультипликативных интегралов 1 
 
В работе рассмотрена математическая модель представления однопа-

раметрической кривой и двухпараметрической поверхности в форме 
мультипликативных интегралов. Использование такой модели позволяет 
синтезировать поверхность с помощью элементарных функций, что со-
кращает объем вычислительных операций и численные погрешности ин-
тегрирования. Представление решения задачи Коши дифференциальных 
уравнений матричнозначными функциями обеспечивает отсутствие зави-
симости от координат.  

Ключевые слова: параметрическое задание поверхности, мультипли-
кативный интеграл, инвариантность к преобразованию вектора состояния.  
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Mathematical model of representation of one-parameter curve 
and two-parameter surface as product integral representation 

 
Mathematical model for representing of one-parameter curve and two-

parameter surface in the form of product integral is considered in the paper. 
The use of this model allows to synthesize a surface by means of elementary 
functions, which reduces amount of computational operations and numerical 
errors of integration. Representation of solutions of the Cauchy problem of dif-
ferential equations by matrix-valued function ensures the absence of depend-
ence on the coordinates (coordinate-free solutions).  

Keywords: parametric surface, product integral, invariant to vector state 
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Введение 
Моделирование кривых и поверхностей является одной из основных 

задач распознавания формы. Кривые и поверхности могут быть заданы 
явными и неявными соотношениями, а также параметрами (параметриче-
ское задание) [1]. Параметрическое задание кривой определяется непре-
рывным дифференцируемым отображением : I Xg ®  интервала 

[ ],I a b= Ì R  в топологическом пространстве размерности не менее 2. 
Линейная параметризация кривой матричнозначными функциями опреде-
ляется из соотношения: ( ) ( ) 0X F Xt t= × , где t  – параметр кривой (на-
пример, длина дуги кривой); матрица ( )0F  – единичная; ( )0 0X X= . 

Параметрическое задание поверхности определяется отображением 
открытого подмножества евклидовой плоскости непрерывными диффе-
ренцируемыми функциями в топологическом пространстве размерности 
не менее 3. Линейная параметризация поверхности матричнозначными 
функциями определяется из соотношения: ( ) ( ) 0, ,X F Xt s t s= × , где 

,t s   – параметры поверхности; матрица ( )0,0F  – единичная; 

( )0 0,0X X= . 
Из соотношений для параметрического задания кривой или поверхно-

сти можно получить обыкновенные дифференциальные уравнения и за-
дание кривой или поверхности сводится к решению задачи Коши. При 
преобразовании вектора состояния преобразуется структура дифференци-
альные уравнения, поэтому актуальной является задача получения реше-
ния задачи Коши дифференциальные уравнения и параметрического за-
дания кривых или поверхностей, инвариантного к преобразованию векто-
ра состояния.  

В работе [5] представлен метод получения мультипликативных инте-
гралов (product integrals), который позволяет решить задачу Коши для 
обыкновенных дифференциальных уравнений. 

Рассмотрим дифференциальное уравнение типа 
( ) ( ) ( ) ( )0 0,Y s A s Y s Y s Y¢ = = , 

где , n nY A ´ÎR  – матричнозначные функции, sÎR  является параметром, 
а штрих означает дифференцирование. Пусть { }0 ,..., nP s s=  – разбиение 
отрезка [ ],a b  и 1; 1,...,k k ks s s k n-D = - " = . В интервале [ ]1,k ks s-  аппрокси-
мируем ( ) ( ) constkA s A s» =  и решим дифференциальное уравнение с 
начальным значением ( )1kY s - : 

( ) ( ) ( )1
k kA s s

k kY s e Y sD
-» . 

При заданной ( )Y a  можно получить приближенное значение для 

( )Y b :  
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( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
0

1

lim k k
n b

A s s A s ds

P
k a

Y b e Y a e Y a
m

D

®
=

æ ö æ ö
» × º ×ç ÷ ç ÷
è ø è ø

Õ Õ ,                (1) 

где ( ) ( )1max ; 1,...,k kP s s k nm -= - = . 

Пусть ( ) ( ) [ ], ; ,
x

A s ds

a

F x a e x a b= ÎÕ ; тогда ( ),F x a  является решением 

задачи Коши: 
( ) ( ) ( ), ,d F x a A x F x adx = ; ( ), n nF a a I ´= . 

Представление решения задачи Коши дифференциальных уравнений 
матричнозначными функциями обеспечивает отсутствие зависимости от 
координат (coordinate-free); такое представление имеет преимущество по 
сравнению с представлением в локальных координатах. 
  

1. Представление однопараметрической кривой в форме мультип-
ликативного интеграла [4] 

Каждая точка кривой может быть представлена параметром 
[ ]0 1,t t tÎ ÎR : ( ) ( ) 0X F Xt t= × , где заданы матрицы ( )0

n nF It ´= , 

( )0 0
n nX X t ´= ÎR . Функциональная зависимость матрицы ( )F t  может 

быть представлена в форме мультипликативного интеграла: 

( )
( )

( )
1

1
0

0

A d
A dF P e e

t

t

tt t
t t

t
t

t
¢ ¢ò ¢ ¢= ºÕ , 

где 1FA Ft t
-¶= ×¶ ; Pt  указывает на упорядочение по параметру t . Ре-

шение задачи Коши для дифференциального уравнения X A Xt t¢ = × с ис-
пользованием мультипликативного интеграла имеет вид:  

( ) ( ) ( )
0

0
A dX e X

t
t t

t

t t¢ ¢æ ö
= ×ç ÷ç ÷
è ø
Õ .                              (2) 

При преобразовании матрицы состояния ( ) ( ) ( )X g Xt t t® , матрица 

( )At t  преобразуется в соответствии с соотношением: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1A g A g g gt t tt t t t t- -¢® + × , а мультипликативный интеграл 
преобразуется в соответствии (см. Приложение 1):  

( ) ( )
0 0

1exp ( ) exp ( )P A d g b P A d g a
t t

t t
t t

t t t t -
æ öæ ö æ ö
ç ÷¢ ¢ ¢ ¢®ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷ç ÷è ø è øè ø

ò ò .        (3) 

След матрицы ( )
0

expP A d
t

t
t

t t
æ ö

¢ ¢ç ÷ç ÷
è ø
ò

( )
0

A d

P e
t

t
t t

t

¢ ¢ò

 преобразуется в соответст-

вии с соотношением: 
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( ) ( ) ( ) ( )
0 0

1trace exp trace exp traceP A d P A d g b g a
t t

t t
t t

t t t t -
é ù é ùæ ö æ ö

¢ ¢ ¢ ¢ é ùê ú ê ú®ç ÷ ç ÷ ë ûç ÷ ç ÷ê ú ê úè ø è øë û ë û
ò ò ;(4) 

при ( ) ( )g b g a= , значение ( )
0

expP A d
t

t
t

t t
æ ö

¢ ¢ç ÷ç ÷
è ø
ò  является инвариантом. 

Пример 1. Рассмотрим параметрическое представление окружности c 
параметром – длиной дуги t :  

( ) 0

cos sin
sin cos

X X
t t

t
t t

-æ ö
= ×ç ÷
è ø

; 
cos sin

( )
sin cos

F
t t

t
t t

-æ ö
= ç ÷
è ø

; 

для которого: 1 0 1
1 0

A F Ft t
- -æ ö¢= = ç ÷

è ø
. 

При 2 2
0X I ´=  получим: 

( )
0 0

0 1 0 1
exp exp exp

1 0 1 0
F P A d P d

t t

t t tt t t t
æ ö æ ö æ ö- -æ ö æ ö¢ ¢= = =ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷

è ø è øè øè ø è ø
ò ò . 

Пусть на матрицу состояния ( )X t  действует элемент группы поворота 
и масштабирования: 

cos sin2 0 2 24 4
0 2 2 2sin cos4 4

g
p p

p p

æ ö- æ ö-æ öç ÷= = ç ÷ç ÷ ç ÷ç ÷è ø è øè ø

; 

тогда матрица ( )F t  преобразуется в соответствии с соотношением: 

( ) 1

0

0 1 1 1 0 1 1 1
exp exp

1 0 1 1 1 0 1 1
F g P d g

t

tt t t-æ ö æ ö- - -æ ö æ ö æ ö æ ö¢= × × = × ×ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷-è ø è ø è ø è øè øè ø
ò . 

Значение ( ) ( )trace 2 cosF t té ù = ×ë û  является инвариантном по отноше-
нию к действию элемента группы g .� 
  

2. Представление двухпараметрической поверхности в форме 
мультипликативных интегралов 

Двухпараметрическую поверхность ( ) ( ) 0, ,X F Xs t s t= ×  с парамет-
рами s , t  на интервалах границы поверхности 

0 1 0 1τ [τ , τ ] ;σ [σ ,σ ]Î Î Î ÎR R , ( )0 0τ ,σF I=  можно представить в форме 
решение задачи Коши дифференциальных уравнений:  

;
,

X A X
X A X

t t

s s

¢ = ×
¢ = ×

                                         (5) 

при траектории изменения параметров ( ) ( ) ( )0 0 0τ ,σ τ,σ τ,σ® ®  в виде: 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0, , , , , ,X P Q Xt s s s t s t t t s= × × , или (при траектории измене-
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ния параметров ( ) ( ) ( )0 0 0τ ,σ τ ,σ τ,σ® ® ) в виде: 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0, , , , , ,X Q P Xt s s t t s s t t s= × × , где ( )0, ,Q s t t  – мультипли-
кативный интеграл: 

( )
( )

0
,

0, ,
A d

Q P e
t

t
t

s t t

ts t t
¢ ¢ò

=  
( Pt  указывает на упорядочение по траектории по отношению к t, при 
этом s – параметр); ( )0, ,P s s t  – мультипликативный интеграл: 

( )
( )

0
,

0, ,
A d

P P e
s

s
s

s t s

ss s t
¢ ¢ò

=  ( Ps  указывает на упорядочение по траектории 
по отношению к s , при этом t  – параметр); 

( ) ( ) ( )1

const
, , ,A F Ft t s

s t s t s t-

=
¢é ù= × ×ë û ,

( ) ( ) ( )1

const
, , ,A F Fs s t

s t s t s t-

=
¢é ù= × ×ë û . 

Введем составные матрицы [2,  6]:  ( ) ( ) ( )0 0 0, ,U Q Ps t s t t s s t, = , × , ; 

( ) ( ) ( )0 0 0 0, ,T P Qs t s s t s t t, = , × , , которые переводят траекторию из со-
стояния параметров ( )0 0τ ,σ  в состояние ( )τ,σ . В общем случае матрицы 

( )0 0,P s s t,  и ( )0,Q s t t,  не являются коммутативными: 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0 0, , , ,Q P P Qs t t s s t s s t s t t, × , ¹ , × , , поэтому для задания 
точек поверхности важно соблюдать упорядочение траектории. В даль-
нейшем будем использовать упорядочение: ( ) ( ) ( )0 0 0τ ,σ τ,σ τ,σ® ® . 

Пример 2. Рассмотрим задание сферы единичного радиуса параметра-
ми: поворот исходного триэдра OXYZ  на угол ( ) [ )0;Yq pÎ  относительно 
оси OY ; последующий поворот на угол ( ) [ )0;2Zj pÎ  триэдра относи-
тельно нового положения оси OZ ¢ . Представление сферы матричнознач-
ными параметрическими функциями будет иметь вид: 

( ) ( ) 0, ,X F Xj q j q= × , где: 

 ( )
cos sin 0 cos 0 sin

, sin cos 0 0 1 0
0 0 1 sin 0 cos

F
j j q q

j q j j
q q

-æ öæ ö
ç ÷ç ÷= ç ÷ç ÷
ç ÷ç ÷-è øè ø

; 3 3
0X I ´= . 

Представлению сферы соответствуют дифференциальные уравнения: 
X A Xq q¢ = × , X A Xj j¢ = × , где: 

1
0

0 0 1
0 0 0
1 0 0

A F Fq q j
-

=

æ ö
ç ÷¢= × = ç ÷
ç ÷-è ø

; 1

0 1 0
1 0 0
0 0 0

A F Fj j
-

-æ ö
ç ÷¢= × = ç ÷
ç ÷
è ø

. 



ВЕСТНИК БГУ. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА 2016/4

 

 48 

Матрицы YA Lq =  и ZA Lj =  являются базисными для лиевой алгебры 

( )3so , поэтому представление сферы мультипликативными интегралами 

будет иметь вид: ( ) 0 0,
z y

yz
L d L d

LLF P e P e e e
j q

j q
j q

qj
j qj q

¢ ¢ò òæ ö æ ö
ç ÷ ç ÷= × = ×

ç ÷ç ÷ è øè ø
, при 

0 0 0j q= = . � 
 

3. Преобразование мультипликативных интегралов 
При преобразовании матрицы состояния ( ) ( ) ( )X g Xs t s t s t, ® , , , 

матрицы ( )At s t,  и ( )As s t,  преобразуется в соответствии с соотноше-
ниями:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 11 gA g A g gt t
s ts t s t s t s t s tt

-- ¶ ,, ® , , , + × ,¶ ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 11 gA g A g gs s
s ts t s t s t s t s ts

-- ¶ ,, ® , × , × , + × ,¶ , 

соответственно. При этом преобразование для ( )0 ,P s s t, : 

( ) ( ) ( )1
0 0 0, , ,P g P gs s t s t s s t s t-, ® , ( , )  (см. Приложение 1); преобразо-

вание для ( )0,Q s t t, : ( ) ( ) ( ) ( )1
0 0 0, , , ,Q g Q gs t t s t s t t s t-, ® , . Преобра-

зование для составной матрицы )T s t( , : 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

0 0 0 0, ,T P Q g T gs t s s t s t t s t s t s t-, = , , ® , , , . След матрицы 
)T s t( ,  преобразуется в соответствии с соотношением: 

( ) ( ) ( ) ( )1
0 0trace trace traceT T g gs t s t s t s t-é ùé , ù ® é , ù , ,ë û ë û ë û . При выполнении 

условия ( ) ( )0 0g gs t s t, = ,  значение ( )trace T s té , ùë û  является инвариан-
том. 

 
Приложение 

L -производная дифференцируемой матричнозначной функции ( )P x  
равна: ( ) ( ) ( )1LP x P x P x-¢= . Мультипликативный интеграл L -

производной: ( )( ) ( ) ( )1
x

LP s ds

a

e P x P a-¢=Õ . L -производная имеет следующие 

свойства [5]: 

(i) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1x x x
A s B s ds A s ds P s B s P s ds

a a a

e e e
-+é ùë û = ×Õ Õ Õ ,где ( ) ( )

x
A s ds

a

P x e=Õ (правило 

сумм).  

(ii) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1

x x
LP s P s B s P s dsB s ds

a a

P x e P a e
-é ù+- ë ûæ ö

=ç ÷
è ø
Õ Õ (правило подобия). 
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Заключение 
Рассмотрена математическая модель представления однопараметриче-

ской кривой и двухпараметрической поверхности в форме мультиплика-
тивных интегралов. Использование такой модели позволяет синтезиро-
вать поверхность с помощью элементарных функций, что сокращает объ-
ем вычислительных операций и численные погрешности интегрирования. 
Представление решения задачи Коши дифференциальных уравнений мат-
ричнозначными функциями обеспечивает отсутствие зависимости от ко-
ординат и инвариантность представления по отношению к преобразова-
нию вектора состояния. Метод представления однопараметрической кри-
вой и двухпараметрической поверхности в форме мультипликативных 
интегралов может использовать матричные лиевы алгебры [3]. 
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