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Первая краевая задача для неоднородного 
нелокального волнового уравнения 

 
В работе рассматривается нелокальное волновое уравнение с перемен-

ным коэффициентом в прямоугольной области. Исследована первая крае-
вая задача в дифференциальной форме,  а также метод прямых для реше-
ния в разностной форме. Получено решение системы разностных уравне-
ний с постоянными коэффициентами, возникающих при использовании 
метода прямых. 
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First boundary problem for the inhomogeneous wave nonlocal equation 
 
In this paper, we consider nonlocal wave equations with variable coeffi-

cients in a rectangular domain. First boundary value problem for differential 
equation is studied, as well as method of lines for solving difference equations. 
Solution to the difference equation with constant coefficients appearing when 
applying the method of lines obtained. 

Keywords: nonlocal wave equation, a derivative of fractional order, method 
of lines, a priori estimate. 

 
Введение 

При математическом моделировании сплошных сред с памятью возни-
кают уравнения, описывающие новый тип волнового движения, зани-
мающего промежуточное положение между обычной диффузией и клас-
сическими волнами [1, 2]. В монографии [3] приведена подробная биб-
лиография по уравнениям в частных производных дробного порядка, в 
частности, рассматривается диффузионно-волновое уравнение. В работе 
[4] рассмотрены краевые задачи для модифицированного уравнения вла-
гопереноса с дробной по времени производной.  

Данная работа посвящена изучению краевых задач для волнового 
уравнения с дробной производной Римана–Лиувилля в дифференциаль-
ной и разностной трактовках. 
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1. Первая краевая задача в дифференциальной форме 
Задача. В области (0, ) (0, ]TQ T= ´l  рассмотрим следующую краевую 

задачу: 

( ) ( )1
0 , ,t

uD u k x t f x t
x x

a + ¶ ¶é ù= +ê ú¶ ¶ë û
,   0 ,  0x l t T< < < £ ,            (1) 

1
0 0 0 10 0

( , ) ( ),      ( , ) ( )t tt t
D u x t u x D u x t u xa a-

= =
= = ,                      (2) 

( ) ( )0, , 0,      0u t u l t t T= = £ £ ,                                 (3) 
где ( )1 20 ,c k x t c£ £ £ , ( )1 20 ,xm k x t m£ £ £ , 0tk £  всюду на TQ . Здесь 

( )
( )
( )0

0

,1
1

t

t

u x d
D u

t t
a

a

t t
a t

¶
=
G - ¶ -ò , 0 1a< < , – дробная производная Римана-

Лиувилля порядка a .  
В случае, когда коэффициент уравнения (1) является постоянной вели-

чиной, решение задачи (1)–(3) можно найти методом разделения пере-
менных [1]. 

Допустим существование регулярного решения [3]  задачи (1)–(3),  то-
гда справедлива следующая теорема. 

Теорема. Пусть ( ),xk x t , ( ),tk x t , ( ) ( ), Tf x t C QÎ ; ( )0 ,u x  

( ) [ ]1  0,u x C lÎ , 1 0,k c³ >  0tk £  всюду на Q  и выполнено условие 

( ) ( )1 10 0u u l= = , тогда для решения задачи (1)–(3) справедлива априорная 
оценка 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2 22
0 1 1 02, 0 0 00 t

t Q
D u M t f u x u x u xa ¢ ¢¢£ + + + .          (4) 

Доказательство. Введем новую неизвестную функцию ( ),v x t , пола-
гая 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1, , tu x t v x t u x
a

a

-

= +
G

, 

так, что ( ),v x t  представляет отклонение функции ( ),u x t  от известной 

функции 
( ) ( )

1

1
t u x
a

a

-

G
. С учетом 1 1

0 0tD ta a+ - =  [3], имеем  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

1
0 1 1,t x xx

tD v kv f x t k u x ku x
a

a

a

-
+ ¢ ¢¢- = + +

G
. 

Итак, функция ( ),v x t  будет определяться как решение уравнения  

( ) ( )1
0 , ,t x xD v kv F x ta + - =    0 ,  0x l t T< < < £ ,                   (5) 

с начальными условиями 



ВЕСТНИК БГУ. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА 2016/4

 

 78 

( ) ( ) ( )
1

0 0 10
0

( , ) ,t tt
t

tD v x t D u x t u x
a

a a

a

-

=
=

æ ö
= - =ç ÷ç ÷Gè ø

 

( )
( ) ( )

0

1 1
0 0 0( )

t
t

u x
u x D t u xa a

a =

-= - =
G

, 

( ) ( ) ( )
1

1 1
0 0 10

0

( , ) ,t tt
t

tD v x t D u x t u x
a

a a

a

-
- -

=
=

æ ö
= - =ç ÷ç ÷Gè ø

 

( )
( )

1 1 1
1 0

0

( ) 0t

t

u x
u x D ta a

a
- -

=

= - =
G

 

и граничными условиями 
( ) ( )0, , 0,      0v t v l t t T= = £ £ , 

где ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

1 1, , x
tF x t f x t k u x ku x
a

a

-

¢ ¢¢= + +
G

. 

Аналогично [4] получим априорную оценку в терминах дробной про-
изводной Римана-Лиувилля, для чего умножим уравнение (5) скалярно на 

0tD va : 

( ) ( )( ) ( )1
0 0 0 0, , ,t t x t txD v D v kv D v F D va a a a+ - = ,                      (6) 

где 
0

( , )
l

u v uvdx= ò , 2

0
( , )u u u= . 

Преобразуем слагаемые тождества (6): 

( ) ( )
( )
( ) ( )

( )
( )

2
1

0 0 2
0 0 0

, ,1 1,  
1 1

l t t

t t

v x d v x d
D v D v dx

t tt t
a a

a a

t t t t
a at t

+ ¶ ¶
= =

G - ¶ G - ¶- -ò ò ò  

( )
( )
( )

( )
( )

2

2 2
0 0 0

, ,1  
1

l t tv x d v x d
dx

t tt ta a

t t t t
a t t

¶ ¶
= =

G - ¶ ¶- -ò ò ò  

( )2 2

0 0 0
0

1
2

l

t tD v dx D v
t t

a a¶ ¶
= =

¶ ¶ò , 

( )( ) ( ) ( ) ( )
( )0

0 0

,1,
1

l t

x t xx x

v x d
kv D v kv dx

t t
a

a

t t
a t

¶
= =
G - ¶ -ò ò  

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )0 0 00

, ,1 , ,
1

l
t l t

x
x x

v x d v x d
kv x t kv x t dx

t tt ta a

t t t t
a t t

ì ü¶ ¶ï ï= - =í ý
G - ¶ ¶- -ï ïî þ

ò ò ò

( ) ( ) ( )
( )0 0

,1 ,
1

l t
x

x

v x d
kv x t dx

t t a

t t
a t

¶
= -

G - ¶ -ò ò , 
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22
0 00 0

1( , ) .
4t tF D v F D va ae
e

£ +  

С учетом полученных неравенств из (6) получим 

( ) ( ) ( )
( )

2

0 0
0 0

,1 1 ,
2 1

l t
x

t x

v x d
D v kv x t dx

t t t
a

a

t t
a t

¶ ¶
+ £

¶ G - ¶ -ò ò  

22
00 0

1
4 tF D vae
e

£ + .                                       (7) 

Проинтегрируем (7) по t  от 0 до t и получим: 

( ) ( ) ( )
( )

2 1 1
0 0

0 0 0 1

,1 1 ,
2 1

t l
x

t x

v x d
D v d kv x dx

t
a

a

t t
t t

a t t t
¶

+ £
G - ¶ -ò ò ò  

( ) ( )
2 22

0 02, 0 0
0

1 1, ,0
4 2t

t

t tQF D v x d D v xa ae t t
e

£ + +ò ,                (8) 

где 2 2

2, 0
0

( , ) .
t

t

QF F x dt t= ò  

Предположим, что 0tk £ , тогда неотрицательность интеграла в левой 
части неравенства (8) доказывается так же, как в [5]. Усиливая неравенст-
во (8), получим 

( ) ( )
2 2 22

0 0 02, 00 0
0

1 1 1,
2 4 2t

t

t tQD v F D v x d u xa ae t t
e

£ + +ò  

или 

( ) ( )
2 2

0 00 0
0

2 ,
t

t tD v D v x d ta ae t t£ +Fò ,                          (9) 

где ( ) ( ) 22
02, 0

1
2 tQ

t F u x
e

F = + . 

Введем обозначение 

( ) ( )
2

0 0
0

,
t

ty t D v x da t t= ò , 

тогда неравенство (9) примет вид 

( ) ( )2dy y t t
dt

e£ +F . 

В дальнейшем нам потребуется следующая лемма Гронуолла-
Беллмана [6]: 
Лемма. Пусть неотрицательная абсолютно непрерывная функция ( )y t  

удовлетворяет для почти всех t из [0, T] неравенству 

( ) ( ) ( )1 2
dy c t y t c t
dt

£ + , 

где ( )ic t  – суммируемые на [0, T] неотрицательные функции. Тогда  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1
0 0 0

exp 0 exp
t t

y t c d y c c d d
x

t t x t t x
é ùæ öæ ö

£ + - £ê úç ÷ç ÷ ç ÷ê úè ø è øë û
ò ò ò  

( ) ( ) ( )1 2
0 0

exp 0
t t

c d y c dt t t t
æ ö é ù

£ +ç ÷ê ú
è ø ë û
ò ò . 

Применяя лемму, получим 

( ) ( )
2

0 2,
exp 2

t
t Q

D v t t ta e£ F . 

Откуда следует оценка 

( ) ( )( )2 22
0 02, 00 t

t Q
D v M t F u xa £ +  

или, возвращаясь к ( ),u x t ,  

( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2 22
0 1 1 02, 0 0 00 t

t Q
D u M t f u x u x u xa ¢ ¢¢£ + + + . 

Теорема доказана. 
 
Если 0 1 0 f u u= = = из (4) получаем 

( )
( )
( )0

,1 0
1

t u x d

t a

t t
a t t

¶
=

G - ¶ -ò .                           (10) 

С помощью обобщенной формулы Ньютона–Лейбница [3] 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1
0 0 00

, , lim ,t t tt

tD D u x t u x t D u x t
a

a a a

a

-
- -

®
= -

G
 

из (10) имеем  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1
0 10

, lim , 0tt

t tu x t D u x t u x
a a

a

a a

- -
-

®
= = =
G G

. 

Откуда следует единственность решения задачи (1)–(3). 
 

2. Первая краевая задача в разностной форме 
 

2.1. Метод прямых для решения первой краевой задачи 
В области ( )(0, ) 0,TQ l T= ´  рассмотрим первую краевую задачу для 

волнового уравнения дробного порядка 
( ) ( )1

0 , ,t x xD u ku f x ta + = + 0 ,  0x l t T< < < £ ,                      (11) 
с краевыми условиями 

1
0 0 00 0

( , ) ( ),   ( , ) 0,t tt t
D u x t u x D u x ta a-

= =
= =  

( ) ( )0, , 0, 0u t u l t t T= = £ £ ,                            (12) 

( ), 0k x t c³ > , 0tk £  всюду на TQ . 
Будем решать задачу (11)–(12) методом прямых [7]. Получим прибли-

женное решение в виде системы функций, приближенно представляющих 
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искомое решение вдоль прямых ix ih= , 0,1, ,i N= ¼ . Будем предпола-
гать, что решение рассматриваемой задачи обладает требуемой по ходу 

изложения гладкостью. Разобьем отрезок [ ]0,l  точками ix ih= , lh
N

=  и 

заменим производные по переменной х на разностные производные 

( )( ) ( )( ) 1 1
1

1, ~ , ,i i i i
x i ixx x

u u u uk x t u a x t u a a
h h h

+ -
+

- -æ ö= -ç ÷
è ø

 

( ) ( ) ( )1
2

, 0.5 ,i i i
a x t k x h t k t

-
= - =  

Тогда для сеточной функции ( ),iy x t  получим следующую систему 
уравнений метода прямых 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11
0 1

1, ( , ),i i i i
t i i i i

y t y t y t y t
D y x t a a x t

h h h
a j+ -+

+

é - - ù
= - +ê ú

ë û
 

( )2 ( , ) ( , ) ,  0,  1, 2, ..., 1i i ix t x t O h a c i Nj j= + ³ > = - ,         (13) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
0 0 0 00,   ,0 , ,0 0N t i i t iy t y t D y x u x D y xa a-= = = =  

или 

( ) ( ) ( )( )1 1 1
0 0 1 0 1

5 1, , ,
6 12t i t i t iD y x t D y x t D y x ta a a+ + +

+ -+ + =  

( ) ( ) ( ) ( )1 1
1

1 5 ( , )
6

i i i i
i i i

y t y t y t y t
a a x t

h h h
j+ -

+

é - - ù
= - + +ê ú

ë û
 

( ) ( )( ) ( )4
1 1

1 , ,
12 i ix t x t O hj j- ++ + + ,                         (14) 

0,  0,  1, 2, ..., 1ia c A i N³ > > = - , 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

0 0 0 00,   ,0 , ,0 0N t i i t iy t y t D y x u x D y xa a-= = = = , 
где ( ) ( ),i iy t y x t= . При этом (13) дает аппроксимацию уравнения с точно-
стью 2h , а (14) – с точностью 4h . 
 

2.2. Априорная оценка для системы разностных уравнений 
Для решения системы (13) получим априорную оценку. При оценке 

системы разностных уравнений будем предполагать, что 
( ) ( ) ( )0, ,  , ,  k x t f x t u x  имеют нужное по ходу изложения число производ-

ных. Умножим (13) скалярно на ( )0 ,t iY D y xa t= . В результате получим 
тождество 

( ) ( )( ) ( )1
0 , , , .t x xD y Y ay Y Ya j+ = +                           (15) 

Преобразуем слагаемые, входящие в (15) 
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( )
1

1 1
0 0

1
,

N

t t i ot i
i

D y Y D y D y ha a a
-

+ +

=

= =å

( ) ( )
1 1

21
0 0 0

1 1

1, ,
2

N N

t i t i ot i ot i
i i

D y x D y x h D y D y h Y
t t

a a a at t
- -

+

= =

¶ ¶
= = =

¶ ¶å å , 

( )( ) (, ,x x xx
ay Y ay Y ù= - û , 

( ) 2 2

0 0

1,
4

Y Yj j e
e

£ + , 

где ( )
1

1
,

N

i i
i

y v y v h
-

=

=å ,   ( ]
1

,
N

i i
i

y v y v h
=

=å ,   ( ),y y y= ,   ] ( ],y y y= . 

С учетом полученных соотношений из (15) получим 
2 2 2

0 0 0
1

1 1
2 4

N

x x
i

Y ay Y h Y
t

j e
e=

¶
+ £ +

¶ å .                       (16) 

Проинтегрируем (16) по t  от 0 до t  

( ) 22 2 2

0 0 0 0
10 0 0

12 2 ,0
2

t t tN

x x
i

Y ay Y hd d Y d Y xt j t e t
e=

+ £ + +åò ò ò .   (17) 

Учитывая положительность интеграла в левой части неравенства (17) 

( ) ( )
1

0
1 10 0

, ,
t tN N

x x t x i x i
i i

ay Y hd aD y x y x hdat t t t
-

= =

= =å åò ò  

( ) ( )
1

0
1 0

, , 0
tN

t x i x i
i

aD y x y x d ha t t t
-

=

æ ö
= ³ç ÷

è ø
å ò , 

получим 

( ) 22 2 2

0 0 0 0
0 0

1 2 ,0
2

t t

Y d Y d Y xj t e t
e

£ + +ò ò .                (18) 

Откуда следует 

( )2 2
10 0

0

2
t

Y Y d F te t£ +ò , 

где 

( )
22

1 0,2, 0

1
2 t

xQ
F t uj

e
ù= + û . 

На основании леммы Гронуолла-Беллмана из (18) окончательно нахо-
дим 

22 2
0,0 2, 0t

xQ
Y M ujæ öù£ +ç ÷ûè ø

. 

Отсюда следует сходимость решения системы обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений дробного порядка (13) со скоростью ( )2O h . 
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2.3. Решение системы разностных уравнений, возникающих при ре-
шении методом прямых 

Рассмотрим однородную систему уравнений, соответствующую сис-
теме (13) при 1,   1, 2, ..., 1ka k N= = - , 

( ) ( ) ( )( )1
0 1 12

1 2t k k kD y y t y t y t
h

a +
+ -é ù= - +ë û , 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 00, ,0N t i iy t y t D y x u xa= = = ,                    (19) 

( )1
0 ,0 0, 1, 2, ..., 1t iD y x k Na - = = - . 

Частные решения этой системы будем искать в виде  
( ) ( ) ( )ky t k tg n= . 

Подставляя в систему (19) последнее равенство, получим 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
0 2

1 1 2 1 , 1,2,..., 1,tk D t t k k k k N
h

ag n n g g g+ = é + - + - ù = -ë û  

( )0 0g = ,   ( ) 0Ng = , 
или 

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

1
0 2

2

1 2 1
const, 1, 2, ..., 1tD t k k k

k N
t h k

a n g g g
d

n g

+ + - + -
= = - = = - .  (20) 

Для отыскания ( )kg  получим однородное разностное уравнение 

( ) ( ) ( )2 21 2 1 0k h k kg d g gé ù+ - - + - =ë û ,   1, 2, ..., 1k N= - ,       (21) 
с граничными условиями 

( )0 0g = ,   ( ) 0Ng = . 
Общее решение разностного уравнения (21) имеет вид 

( ) 1 1 2 2
k kk c cg l l= + , 

где 1 2,c c  – произвольные постоянные, 1 2,l l  – корни характеристическо-
го уравнения 

2 2 22 1 0hl d lé ù- - + =ë û . 
Из граничных условий имеем: 

( ) 1 2 2 10 0,   c c c cg = + = = - , 

( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 0N N N NN c c cg l l l l= + = - = . 

Отсюда 1

2

1
N

l
l

æ ö
=ç ÷

è ø
 или 

2
1

2

1
is

N Ne
pl

l
= = , 0,1, ..., 1s N= - . Так как 

1 2 1l l = , то 
2

2
1

is
Ne
p

l =  и 1
2

1 is
Ne
p

l
l

= = . Тогда 

2 2
1 22 2cos

is is
N N sh e e

N

p p pd l l
-

- = + = + = , 

откуда 
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2 2 2
2 2

4 4sin sin , 0,1, ..., 1
2 2

s
s

sxs s N
h N h l

ppd = = = - , 

( ) 1 sin sin
is is

kN N
s

sxskk c e e c c
N l

p p pp
g

-æ ö
= - = =ç ÷

è ø
. 

Нетривиальные решения будут только при 0,1, ..., 1s N= - . Из уравне-
ния (20) имеем 

( ) ( )1 2
0 0tD v t v ta d+ + = , 

общее решение, которого имеет вид [1] 
( ) ( )2 1

1/( 1)( ) 1 ; 1s s sv t a t ta a
aa d a+
+= G + E - + +  

( ) ( )
1/( 1)

1 2 1;s sb t t
a

a aa d a
+

- ++ G E - ,   2 2
2

4 sin
2s sx

h l
pd = . 

Итак, мы имеем –1N  частных решений однородной линейной систе-
мы (19), которые между собой линейно независимы, и, следовательно, 
общее решение этой системы имеет вид 

1

1
( ) sin

N

k k
s

sy t x
l
p-

=

æ ö= ´ç ÷
è ø

å
 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 1 2 1
1/( 1) 1/( 1)1 , 1 ,s s s sa t t b t ta a a a

a aa d a a d a+ - +
+ +´ G + E - + + G E - (22) 

где ,  s sa b  – произвольные постоянные, 2 2
2

4 sin
2s sx

h l
pd = . 

Аналогично можно получить общее решение однородной системы, со-
ответствующей системе (14): 

1

1
( ) sin

N

k k
s

sy t x
l
p-

=

æ ö= ´ç ÷
è ø

å  

( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 1 2 1
1/( 1) 1/( 1)1 , 1 , ,s s s sc t t d t ta a a a

a aa d a a d a+ - +
+ +¢ ¢´ G + E - + + G E - где 

,  s sc d  – произвольные постоянные, 

2 2

2

24 sin
25 cos

s s

s

x
lh x

l

pd
p

¢ =
æ ö+ç ÷
è ø

. 

Отметим, что решение смешанной краевой задачи для уравнения (1) 
было компьютерно реализовано с использованием среды программирова-
ния «Microsoft  Visual  Studio  C#»,  а также ядра вычислительной системы 
Mathematica 9 фирмы Wolfram Research [8]. 
 

Заключение 
В работе была рассмотрена первая краевая задача для волнового урав-

нения с дробной производной Римана–Лиувилля. Методом энергетиче-
ских неравенств получены априорные оценки в терминах дробной произ-
водной для решения нелокального волнового уравнения с переменными 



М. А. Керефов, С. Х. Геккиева. Первая краевая задача для неоднородного нело-
кального волнового уравнения 
 

 85 

коэффициентами в дифференциальной и разностной трактовках. Получе-
но решение системы разностных уравнений с постоянными коэффициен-
тами, возникающей при использовании метода прямых. 
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