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В статье рассматриваются поверхности в четырехмерном евклидовом про-
странстве. Изучаются свойства нормального образа этих поверхностей. В ча-
стности, получена формула, позволяющая вычислять кривизну нормального 
образа рассматриваемой поверхности через геометрические характеристики 
исходной поверхности. 
Ключевые слова: поверхность, нормальное отображение, гауссова кривизна, 
коэффициенты кручения. 
 

Введение 
В статьях [1, 2, 3] получены формулы для вычисления гауссовой кри-

визны сферического образа поверхности для поверхностей как с нулевы-
ми, так и не с нулевыми коэффициентами кручения. 

В настоящей статье будет  выведена формула для вычисления гауссо-
вой кривизны нормального образа поверхности  в четырехмерном евкли-
довом пространстве, имеющей нулевые коэффициенты кручения, и полу-
чены некоторые свойства нормального образа поверхности без кручения.  

 
1. Основные определения и формулы 

Пусть 2F  есть 3C  – регулярная поверхность в евклидовом простран-
стве 4E , которая задается вектор-функцией 

 ).,( 21 uurr rr
=  (1) 

Во всех точках этой поверхности существуют касательная и нормаль-
ная плоскости. Зададим в каждой нормальной плоскости ортонормиро-
ванный базис, состоящий из векторов  ( )4321 ,,, nnnnn

r
 и ( )4321 .., mmmmm
r

. 

На поверхности 2F  появятся два векторных поля nr  и mr . Пусть эти поля 
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принадлежат классу  2C  и при этом 04 ¹n и не является постоянной 
функцией. 

Рассмотрим отображение 
 ,: 32

1 NEF ®y  (2) 

которое каждой точке M  поверхности 2F  ставит в соответствие точку 
M ¢ гиперплоскости 3

NE , являющейся касательной гиперплоскостью в 
точке N к единичной гиперсфере 3S  с центром  в точке  O ,  такую, что 
вектор с началом в точке O и концом в точке M ¢¢ равен вектору  
( )Mnr , где MOSM ¢=¢¢ I

3 , а вектор ( )Mnr  принадлежит векторному 
полю nr . 

Аналогично определяется отображение  .: 32
2 NEF ®y  

Определение. Отображения  1y  и 2y  будем называть  нормальными 

отображениями поверхности 2F .  
Определение. Функции mnp u

rr
×=

11  и mnp u
rr

×=
22  называются коэф-

фициентами кручения поверхности 2F , вычисленными в нормалях  nr  и 
mr  [4]. 

Известно, что гауссова кривизна поверхности 2F  вычисляется по 
формуле 

 ,21 KKK +=  (3) 
где 

jijiji uuijuuijuuij rrgmrbnrB rrrrrr
×=×=×=   ,  , , 

 ,2
122211

2
122211

1
ggg
BBB

K
-

-
= 2

122211

2
122211

2
ggg
bbb

K
-

-
=  [5]. 

Значение K  не зависит от базиса нормальной плоскости [4].  
В  работе [4]  А.  И.  Фирсовым получено  необходимое и достаточное 

условия каноничности базиса нормальной плоскости  
02 112212122211 =+- bBbBbВ . (4) 

Определение. Базис нормальной плоскости  nr  и mr , в котором коэф-
фициенты кручения тождественно равны нулю, называется системой 
нормалей без кручения [4]. 

Определение. Поверхность, у которой система нормалей без кручения 
является канонической, называется поверхностью без кручения [4]. 

 
2. Кривизна нормального образа поверхности в 4E  

Рассмотрим в четырехмерном евклидовом пространстве 4E регуляр-
ную  поверхность  2F  класса 3C , обладающую следующими свойствами: 

a) поля нормалей  nr  и mr  есть система нормалей без кручения; 
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b) коэффициенты квадратичных форм поверхности 
ji uuij rrg rr

×= и 

nrB
jiuuij
rr
×=  пропорциональны; 

c) координатные линии на поверхности 2F  ортогональны. 
Теорема 1. Пусть 2F  – поверхность в четырехмерном евклидовом 

пространстве, определенная выше,  задается вектор-функцией 
),( 21 uurr rr

= , причем ранг матрицы Якоби отображения 32
1 : NEF ®y  ра-

вен двум в каждой точке поверхности.  Тогда гауссова кривизна K~  по-
верхности )( 2

1 Fy  вычисляется по формуле 

( )
.

det1

~

2
1

4

2211

2
2

1,

22

21
22

1
22

2

1,2211

K
gg

g

KKKCPBCP
gg

K

jjj
ji

u

ji
jjiiiij

i

g

agg

ggag

+

++÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
-

=

å

å

=

=
 

Доказательство. Из условий b) и  c) имеем 01212 == Bg [6]. 
Выпишем для этого случая деривационные формулы 
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(5) 

Перейдем к поверхности )( 2
1 Fy . Она расположена на гиперплоскости 

3
NE  и задается вектор-функцией 
 ( ) ( ) ( ) .,

1, ),,(,
214

212121 uun
uuuunuuN == gg

rr

  
(6) 
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Так как  
 

,

 ,

2222222

1111111
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g
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-=-=+=
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(7) 

то одним из векторов базиса нормальной плоскости поверхности )( 2
1 Fy  

можно считать вектор mr . Пусть другим вектором базиса нормальной 
плоскости будет вектор .sr  

Разложим вектор sr  по базису mnrr uu
rrrr  , , ,

21
: 

 .
21 21 mDnCrArAs uu

rrrrr
+++=  (8) 

Умножая скалярно равенство (8) поочередно  на векторы mNN uu
rrr

 , ,
21

, 
получим систему уравнений 
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Найдем решения последней системы уравнений 
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(10) 

Вычислим коэффициенты вторых и первой квадратичной формы по-
верхности )( 2

1 Fy  через геометрические характеристики поверхности 2F  
 

( ) ,

~

ijiijijiijiiuii

jjjujuuijij

BCPBCQgA

gACsNB

j
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aggg

-=---
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(11) 

где 
 ( ) ,ijiiuiijjjujuuij QgAgACP

jiji
---= gaaggg   
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 (13) 

 .~ 2
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(14) 

Подставив (11), (13), (14) в формулу (3), получим выражение для вы-
числения гауссовой кривизны поверхности )( 2

1 Fy : 
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Замечание. Примером поверхности в 4E , удовлетворяющей условиям 
теоремы 1, является плоский тор, заданный вектор-функцией 

 ).sin,cos,sin,(cos),( yyjjyj == rr rr
  

 
3. Свойства нормального образа поверхности 2F  без кручения 

Теорема 2. Пусть поверхность 2F  является поверхностью без круче-
ния. Для того чтобы система нормалей sm rr  и  поверхности )( 2

1 Fy  была 
канонической необходимо и достаточно, чтобы  

.011122121212121222211 =+-- bPbPbPbP aaaa  
Доказательство. Проверим условие каноничности базиса sm rr  и  нор-

мальной плоскости поверхности )( 2
1 Fy . 

( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

( )
( ) .0

~~~~~~~~

11122121212121222211

1122221121

111222221212121212

222111111122122121122211

=+---
-+=

=--+----
---=+--

bPbPbPbP
bBbBC

bBCPbPbP
bBCPbBbBbBbB

aaaag
aag

gaaggaga
gaag

 (16) 

Доказательство теоремы 2 следует из формулы (16) и из каноничности 
нормалей nr  и mr  поверхности 2F . 

Теорема  3. Для того чтобы система нормалей sm rr  и  поверхности 
)( 2

1 Fy  была системой нормалей без кручения  необходимо и достаточно, 
чтобы 
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Доказательство. Найдем коэффициенты кручения поверхности 
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1 Fy  в нормалях sm rr  и  
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--=××-××-=×=

rr

rr

 (17) 

Рассмотрим систему уравнений 
 

.
0
0

222112

212111

î
í
ì

=×+×
=×+×

AbAb
AbAb

 (18) 

Поскольку 0 и  0 21 ¹¹ AA , то .02
122211 =- bbb Последнее равенство и 

доказывает теорему. 
 

 
Заключение 

Таким образом, доказана формула, позволяющая вычислять кривизну 
нормального образа поверхности специального вида в четырехмерном 
евклидовом пространстве через геометрические характеристики исходной 
поверхности. Доказаны также некоторые свойства нормального образа 
поверхности без кручения. 
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PROPERTIES OF A NORMAL IMAGE OF THE SURFACE 
OF SPECIAL TYPE IN 4E  
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The article deals with surfaces in four-dimensional Euclidean space. We study the 
properties of a normal image of these surfaces. In particular, the resulting formula 
allows us to calculate the curvature of a normal image of the considered surface us-
ing the geometric characteristics of original surface. 
Keywords: surface, normal image, Gaussian curvature, torsion coefficients. 


