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Рассматривается новый подход к оптимизации управляющих функций и па-
раметров нелинейных систем, основывающийся на решении специальных за-
дач о неподвижной точке проекционных операторов в пространстве управле-
ний. Задачи о неподвижной точке дают возможность строить улучшающие и 
экстремальные управления, получать новые условия оптимальности управле-
ния в  классе оптимизационных задач. 
Ключевые слова: управляемая система, задача о неподвижной точке, условия 
улучшения и оптимальности. 
 

Введение 
Распространенным подходом к решению задач оптимального управле-

ния является поиск управлений, удовлетворяющих необходимым [1-3] 
или достаточным [4-6] условиям оптимальности. При этом классический 
подход заключается в построении краевой задачи принципа максимума, 
трудности решения которой общеизвестны [1,2]. Другой подход состоит в 
последовательном решении задач локального улучшения, в результате 
которого строится релаксационная последовательность управлений, схо-
дящаяся при определенных условиях к экстремальному управлению. К 
этому типу относятся, например, известные градиентные методы [2,3]. В 
работах [4-7] предложены перспективные нелокальные методы улучше-
ния управления, основанные на нестандартных аппроксимациях функ-
ционалов задач. Более высокое качество аппроксимаций функционала по 
сравнению со стандартными обусловливает повышенную эффективность 
нелокальных методов. 

В работе [7] в классах линейных и квадратичных по состоянию задач 
оптимального управления построены формулы приращения функциона-
лов задач, не содержащие остаточных членов разложений. Трудоемкость 

                                                             
1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, проект 15-01-03680-а; 
МОН РФ, проект  1.5049.2017/БЧ 
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одного улучшения управления определяется решением специальной зада-
чи Коши для фазовых или сопряженных переменных. Построенные нело-
кальные методы характеризуются тем, что улучшение управления гаран-
тируется не только в достаточно малой окрестности улучшаемого управ-
ления, в отличие от локальных методов типа градиентных. Методы не 
содержат процедуру поиска улучшающего управления в достаточно ма-
лой окрестности улучшаемого управления и имеют возможность улуч-
шать неоптимальные управления, удовлетворяющие принципу максиму-
ма. На основе методов получены новые необходимые условия оптималь-
ности, усиливающие принцип максимума в рассматриваемых классах за-
дач. 

В работах [8-11] нелокальный подход [7], основанный на конструиро-
вании формул приращения функционалов без остаточных членов разло-
жений, разработан и обобщен на классы полиномиальных по состоянию и 
общих нелинейных задач оптимального управления. При этом построение  
формул приращения функционалов задач без остаточных членов разло-
жений достигается с помощью дифференциально-алгебраических моди-
фикаций стандартной сопряженной системы. Трудоемкость одного улуч-
шения управления определяется уже решением специальной краевой за-
дачи в пространстве состояний или операторного уравнения в простран-
стве управлений, интерпретируемого как задача о неподвижной точке 
специального оператора управления. 

В данной работе указанный нелокальный подход развивается в классе 
задач оптимизации нелинейных систем по управляющим функциям и па-
раметрам. Метод иллюстрируется в рамках следующего класса задач оп-
тимального управления: 

1( ) ( ( ), ) ( ( ), ( ), , ) inf
T

x t F x t u t t dt
s

s j w w
ÎW

F = + ®ò ,   (1) 

( ) ( ( ), ( ), , )x t f x t u t tw=& , 0( )x t a= , 
 ( )u t UÎ , WwÎ , a AÎ , 0 1[ , ]t T t tÎ = , (2) 

в котором 1( ) ( ( ),..., ( ))nx t x t x t=  – вектор состояния, 1( ) ( ( ),..., ( ))mu t u t u t=  – 
вектор управляющих  функций, 1( ,..., )lw w w=  и 1( ,..., )na a a=  -  векторы 
управляющих параметров. Множества mU RÍ , lW RÍ , nA RÍ  компакт-
ны и выпуклы. Интервал T  фиксирован. В качестве допустимых управ-
ляющих функций рассматривается множество V  кусочно-непрерывных 
на T  функций со значениями в множестве U . ( , , )u as w=  – допустимое 
управление со значениями в множестве V W AW = ´ ´ . Функция ( , )xj w  
непрерывно-дифференцируема на nR W´ , функции ( , , , )F x u tw , 

( , , , )f x u tw  и их частные производные по x , u , w  непрерывны по сово-
купности аргументов на множестве nR U W T´ ´ ´ . Функция ( , , , )f x u tw  
удовлетворяет условию Липшица по x  в nR U W T´ ´ ´  с константой 
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0L > :  ( , , , ) ( , , , )f x u t f y u t L x yw w- £ - . 
Условия гарантируют существование и единственность решения 

( , )x t s , t TÎ  системы (2) для любого допустимого управления s ÎW . 
Функция Понтрягина с сопряженной переменной nRy Î  и стандартная 

сопряженная система имеют вид 
( , , , , ) , ( , , , ) ( , , , ),H x u t f x u t F x u ty w y w w= -  

( ) ( ( ), ( ), ( ), , )xt H t x t u t ty y w= -& , t TÎ , 1 1( ) ( ( ), )xt x ty j w= - . (3) 
Для допустимого управления s ÎW  обозначим ( , )ty s , t TÎ  –  реше-

ние стандартной сопряженной системы (3) при ( ) ( , )x t x t s=  и аргументах 
u , w , соответствующих компонентам управления s . Частное прираще-
ние произвольной вектор-функции 1( ,..., )lg y y  по переменным 

1sy , 
2sy  

будем обозначать 
1

1 1

1 1 2 2

1 1 2 2

, ( ,..., )

( ,..., ,..., ,..., ) ( ,..., )

l

l l

y y y ys s s s

s s s s

g y y

g y y y y y y g y y

+D +DD =

= + D + D -
. 

Дополнительно обозначим ( ) ( , ) ( , )Ix t x t x ts sD = - , ( ) ( ) ( )Iu t u t u tD = - , 
Iw w wD = - , Ia a aD = - . 

Задача улучшения управления рассматривается в следующей общей 
постановке: для заданного управления Is ÎW  требуется найти управле-
ние s ÎW  с условием ( ) ( ) ( ) 0I I

s s s sD F =F -F £ . 
Введем модифицированную дифференциально-алгебраическую со-

пряженную систему в форме 
( ) ( ( ), ( ), ( ), , ) ( )xp t H p t x t u t t r tw= - -& ,    (4) 

( )( ( ), ( ), ( ), , ) ( ), ( ) ( ) ( ( ), ( ), ( ), , )x y tH p t x t u t t r t y t x t H p t x t u t tw w+ - = D (5) 
с краевыми условиями 

1 1( ) ( ( ), )xp t x t qj w= - - ,     (6) 

11 1 1 ( ) 1( ( ), ) , ( ) ( ) ( ( ), )x y tx t q y t x t x tj w j w+ - = D ,   (7) 
в которой по определению полагаем ( ) 0r t = , 0q =  в случае линейности 
функций j , F , f  по x  (линейная по состоянию задача (1), (2)), а также 
в случае ( ) ( )y t x t=  при соответствующих t TÎ . 

В линейной по состоянию задаче (1), (2) модифицированная сопря-
женная система (4)–(7) в силу определения совпадает со стандартной со-
пряженной системой (3). 

В нелинейной по состоянию задаче (1), (2) алгебраические уравнения 
(5) и (7) всегда можно разрешить относительно величин ( )r t  и q  (воз-
можно, не единственным образом). 

Универсальным способом разрешения является следующее правило 
(на примере уравнения (5)). 
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Если существует {1,..., }k nÎ , для которого ( ) ( )k ky t x t¹ ,  то для 
{1,..., }i nÎ  полагаем 

( ) 0ir t = , i k¹ , 

( )

( )
( ( ), ( ), ( ), , ) ( ( ), ( ), ( ), , ) ( ), ( ) ( )

,
( ) ( )

i

y t x

i i

r t
H p t x t u t t dt H p t x t u t t r t y t x t

y t x t
w w

=

D - + -
=

-

 

i k= . 
Если для всех {1,..., }k nÎ  имеем ( ) ( )k ky t x t= , то в силу определения 

( ) 0r t = . 
Альтернативный простой способ разрешения можно использовать в 

полиномиальной по состоянию задаче (1), (2) (функции j , F , f  являют-
ся полиномиальными по переменной x ), применяя формулу Тейлора для 
полинома. В частности, в квадратичной по состоянию задаче (1), (2) по-
лучаем (на примере уравнения (5)) 

1( ) ( ( ), ( ), ( ), , )( ( ) ( ))
2 xxr t H p t x t u t t y t x tw= - . 

Таким образом, дифференциально-алгебраическую сопряженную сис-
тему (4)–(7) всегда можно свести (возможно, не единственным образом) к 
дифференциальной сопряженной системе с однозначно определенными 
величинами ( )r t  и q . 

Для допустимых управлений s ÎW , Is ÎW  обозначим ( , , )Ip t s s , 
t TÎ  – решение модифицированной сопряженной системы (4)–(7) при 

( ) ( , )Ix t x t s= , ( ) ( , )y t x t s= , ( ) ( )Iu t u t= , Iw w= . Из определения следует 
очевидное равенство ( , , ) ( , )p t ts s y s= , t TÎ . 

В работе [11]  в рассматриваемом классе задач (1),  (2)  получены две 
формулы приращения функционала. Первая формула основывается на 
решении стандартной сопряженной системы (3) и имеет стандартный вид, 
содержащий остаточные члены разложений, 

( )

1

0

( )

( ) { ( ( , ), )

( ( , ), ( , ), ( ), , ) } ( , ),

( ( , ), ( , ), ( ), , ) ( ( ) ) .

I I I

I I I I I

T

I I I I
u t

T T

x t

H t x t u t t dt t a

H t x t u t t dt o u t dt o

s ws j s w

y s s w y s

y s s w w

D F = -D - +

+ - D -

- D + D + D

ò

ò ò
 

(8) 

Вторая формула использует решение модифицированной сопряженной 
системы (4)–(7) и не содержит остаточных членов разложений 

1

0 ( )

( ) { ( ( , ), ) ( ( , , ), ( , ), ( ), , ) }

( , , ), ( ( , , ), ( , ), ( ), , ) .

I I I I

T

I I I I
u t

T

x t H p t x t u t t dt

p t a H p t x t u t t dt

s ws j s w s s s w

s s s s s w

D F = -D - + -

- D - D

ò

ò
(9) 

В [11] на основе формул (8), (9) построены условия улучшения и оп-
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тимальности управления в форме задач о неподвижной точке на основе 
операций на максимум функции Понтрягина по управлению. В данной 
работе условия улучшения и оптимальности управления конструируются 
как задачи о неподвижной точке на основе операции проектирования 
управления на допустимое множество значений. Предлагаемые методы 
неподвижных точек состоят в решении конструируемых задач о непод-
вижной точке. 

 
1. Задача о неподвижной точке на основе операций проектирования 

Обозначим YP  – оператор проектирования на множество kY RÌ  в евк-
лидовой норме 

( ) arg min( )Y y Y
P z y z

Î
= - , kz RÎ . 

При заданном Is ÎW  для 0a >  рассмотрим следующую систему 
уравнений относительно ( , , )u as w= : 

( ) ( ( ) ( ( ( , , ), ( , ), ( ), , ) ( )))I I I I u
U uu t P u t H p t x t u t t s ta s s s w= + + , t TÎ , (10) 

( ) ( ( , , ), ( , ), ( ), , )

( ( , , ), ( , ), ( ), , ) ( ), ( ) ( )

I I I
u t

I I I u I
u

H p t x t u t t

H p t x t u t t s t u t u t

s s s w

s s s w

D =

= + -
,  (11) 

1

(

( ( ( , ), ) ( ( , , ), ( , ), ( ), , ) ))

I
W

I I I

T

P

x t H p t x t u t t dt sww w

w w

a j s w s s s w

= +

+ - + +ò , (12) 

1

1

{ ( ( , ), ) ( ( , , ), ( , ), ( ), , ) }

( ( , ), )

( ( , , ), ( , ), ( ), , ) , ,

I I I

T
I

I I I

T

x t H p t x t u t t dt

x t

H p t x t u t t dt s

w

w

w
w

j s w s s s w

j s w

s s s w w w

D - + =

= - +

+ + -

ò

ò
 (13) 

0( ( , , ))I I
Aa P a p ta s s= + ,     (14) 

в которой в уравнении (11) по определению полагаем ( ) 0us t =  в случае 
линейности функций F , f  по u  (линейная по управляющей функции u  
задача (1), (2)), а также в случае ( ) ( )Iu t u t=  при соответствующих t TÎ . 
Аналогично в уравнении (13) по определению полагаем 0sw =  в случае 
линейности функций F , f  по w  (линейная по параметру w  задача (1), 
(2)), а также для Iw w= . 

В нелинейной по управляющей функции u  задаче (1),  (2)  уравнение 
(11) всегда можно разрешить относительно величины ( )us t  (возможно, не 
единственным образом). 

Универсальным способом разрешения является следующее правило. 
Если существует {1,..., }k mÎ , для которого ( ) ( )I

k ku t u t¹ ,  то для 
{1,..., }i nÎ  полагаем 
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( ) 0u
is t = , i k¹ , 

( ) ( ( , , ), ( , ), ( ), , )

( ( , , ), ( , ), ( ), , ) ( ), ( ) ( )
( )

( ) ( )

I I I
u t

I I I u I
uu

i I
i i

H p t x t u t t

H p t x t u t t s t u t u t
s t

u t u t

s s s w

s s s w

D -

- + -
=

-
, 

i k= . 
Если для всех {1,..., }k mÎ  имеем ( ) ( )I

k ku t u t= , то в силу определения име-
ем ( ) 0us t = .  

В полиномиальной по управляющей функции u  задаче (1), (2) (функ-
ции j , F , f  являются полиномиальными по переменной u ) можно ис-
пользовать альтернативный простой способ разрешения, применяя фор-
мулу Тейлора для полинома. В частности, в квадратичной по u  задаче (1), 
(2) получаем 

1( ) ( ( , , ), ( , ), ( ), , )( ( ) ( ))
2

u I I I I
uus t H p t x t u t t u t u ts s s w= - . 

В нелинейной по параметру w  задаче (1), (2) строятся аналогичные 
простые правила разрешения уравнения (13) относительно величины sw . 
В частности, в квадратичной по w  задаче (1), (2) можно использовать 
правило 

1
1 ( ( ( , ), ) ( ( , , ), ( , ), ( ), , ) )( )
2

I I I I

T

s x t H p t x t u t t dtw
ww wwj s w s s s w w w= - + -ò . 

Таким образом, систему (10)–(14) всегда можно свести (возможно, не 
единственным образом) к системе уравнений с однозначно определенны-
ми величинами ( )us t  и sw .  

Предположим, что задача (10)–(14) имеет решение ( , , )II II II IIu as w=  
(возможно, не единственное) и управление IIu  является кусочно-
непрерывным. В силу свойств операции проектирования получаем 

2

( )

1( ( , , ), ( , ), ( ), , ) ( ) ( ) 0II
I II II I I II I

u t
H p t x t u t t u t u ts s s w

a
D ³ - ³ , t TÎ , 

1

2

{ ( ( , ), )

1( ( , , ), ( , ), ( ), , ) } 0

II
II I

I II II II I II I

T

x t

H p t x t u t t dt

w
j s w

s s s w w w
a

D - +

+ ³ - ³ò
, 

2

0
1( , , ), 0I II II I II Ip t a a a as s
a

- ³ - ³ . 

Отсюда и из формулы (9) следует оценка улучшения функционала 
2 2 21 1 1( ) ( ) ( )II

I II I II I II I

T

u t u t dt a a
s

s w w
a a a

D F £ - - - - - -ò . (15) 

Используемая система обозначений решений фазовой и сопряженной 
систем в форме явной зависимости от управления позволяет интерпрети-
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ровать систему уравнений (10)–(14) как задачу о неподвижной точке спе-
циального оператора управления.  

При заданном Is ÎW  определим оператор ˆ ˆˆ ˆ ˆ: ( , , )G u aa s s w® = , 0a >  
на множестве допустимых управлений W  следующими соотношениями: 

ˆ( ) ( ( ) ( ( ( , , ), ( , ), ( ), , ) ( )))I I I I u
U uu t P u t H p t x t u t t s ta s s s w= + + , t TÎ , 

ˆ ( ) ( ( , , ), ( , ), ( ), , )

ˆ( ( , , ), ( , ), ( ), , ) ( ), ( ) ( ) ,

I I I
u t

I I I u I
u

H p t x t u t t

H p t x t u t t s t u t u t

s s s w

s s s w

D =

= + -
 

1

ˆ (

( ( ( , ), ) ( ( , , ), ( , ), ( ), , ) )),

I
W

I I I

T

P

x t H p t x t u t t dt sww w

w w

a j s w s s s w

= +

+ - + +ò  

ˆ 1

1

{ ( ( , ), ) ( ( , , ), ( , ), ( ), , ) }

( ( , ), )

ˆ( ( , , ), ( , ), ( ), , ) , ,

I I I

T
I

I I I

T

x t H p t x t u t t dt

x t

H p t x t u t t dt s

w

w

w
w

j s w s s s w

j s w

s s s w w w

D - + =

= - +

+ + -

ò

ò
 

0ˆ ( ( , , ))I I
Aa P a p ta s s= + . 

Тогда система (10)–(14) записывается в форме стандартной задачи о 
неподвижной точке оператора управления Ĝa  

ˆ ( )Gas s= , 0a > . 
Выбирая однозначно определенные правила определения указанных 

выше величин ( )r t  и q , ( )us t  и sw , будем получать однозначно опреде-
ленные операторы управления Ĝa . Таким образом, возникают модифика-
ции метода неподвижных точек с различными однозначно определенны-
ми  проекционными операторами  управления. Множества неподвижных 
точек возможных модификаций оператора управления существенно рас-
ширяют потенциал улучшения заданного управления. 

Данная особенность предлагаемого подхода неподвижных точек по-
зволяет конструировать специальные вычислительные технологии улуч-
шения управления, в которых на каждой итерации улучшения выбирается 
наилучшее по определенному правилу управление. Такие технологии мо-
гут эффективно реализовываться с помощью параллельных вычислений 
на многопроцессорных компьютерах.   

Задаче о неподвижной точке (10)–(14) в пространстве управлений со-
ответствует эквивалентная краевая задача в пространстве фазовых и со-
пряженных переменных  

( ) ( ( ), ( ), , )x t f x t u t ta aw=& ,  0( )x t aa= ,     (16) 
( ) ( ( ), ( ), ( ), , ) ( )I I I

xp t H p t x t u t t r tw= - -& ,   (17) 
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( )

( ( ), ( ), ( ), , ) ( ), ( ) ( )

( ( ), ( ), ( ), , )

I I I I
x

I I I
x t

H p t x t u t t r t x t x t

H p t x t u t t

w

w

+ - =

= D
  (18) 

1 1( ) ( ( ), )I I
xp t x t qj w= - - ,      (19) 

11 1 1 ( ) 1( ( ), ) , ( ) ( ) ( ( ), )I I I I I
x x tx t q x t x t x tj w j w+ - = D ,   (20) 

в которой 
( ) ( ( ) ( ( ( ), ( ), ( ), , ) ( )))I I I u

U uu t P u t H p t x t u t t s ta a w= + + , t TÎ , (21) 

( )
( ( ), ( ), ( ), , )

( ( ), ( ), ( ), , ) ( ), ( ) ( ) ,

I I
u t

I I u I
u

H p t x t u t t

H p t x t u t t s t u t u t

a

a

w

w

D =

= + -
  (22) 

1

(

( ( ( ), ) ( ( ), ( ), ( ), , ) )),

I
W

I I

T

P

x t H p t x t u t t dt s

a

a w
w w

w w

a j w w

= +

+ - + +ò  (23) 

1

1

{ ( ( ), ) ( ( ), ( ), ( ), , ) }

( ( ), ) ( ( ), ( ), ( ), , ) , ,

I I

T

I I I

T

x t H p t x t u t t dt

x t H p t x t u t t dt s

a
a

w

a w a
w w

j w w

j w w w w

D - + =

= - + + -

ò

ò
 (24) 

0( ( ))I
Aa P a p ta a= +     (25) 

и для удобства обозначено ( ) ( , )I Ix t x t s= , t TÎ . 
Предположим, что решение ( ( ), ( ))x t p t , t TÎ  интегро-

дифференциально-алгебраической краевой задачи (16)–(25) существует 
(возможно, не единственное). Сформируем соответствующее выходное 
управление ( , , )II u aa a as w=  по правилам проектирования (21)–(25), при-
чем  управляющая функция ( )u ta , t TÎ  является кусочно-непрерывной. 
Тогда ( ) ( , )IIx t x t s= , ( ) ( , , )I IIp t p t s s=  и из формулы (9) получаем оцен-
ку улучшения функционала (15). 

Эквивалентность краевой задачи (16)–(25) и задачи о неподвижной 
точке (10)–(14) понимается в следующем смысле. Пусть пара ( ( ), ( ))x t p t , 
t TÎ , является решением краевой задачи (16)–(25). Тогда управление IIs , 
формируемое по указанному выше правилу, является решением задачи о 
неподвижной точке (10)–(14). Наоборот, пусть допустимое управление 

IIs  является решением задачи (10)–(14). Тогда пара 
( ( , ), ( , , ))II I IIx t p ts s s , t TÎ  является решением краевой задачи (16)–(25). 

Таким образом, для улучшения управления Is ÎW  достаточно решить 
задачу о неподвижной точке (10)–(14) или эквивалентную ей краевую за-
дачу (16)–(25). 
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2. Условия оптимальности управления 
Установим связь необходимых условий оптимальности управления с 

задачей о неподвижной точке (10)–(14). 
В [11] на основе формулы приращения (9) рассматриваются необходи-

мые условия оптимальности управления Is ÎW  в задаче (1), (2) в форме 
принципа  максимума 

( ) arg max ( ( , ), ( , ), , , )I I I I

u U
u t H t x t u ty s s w

Î
=

%

% , t TÎ ,   (26) 

1arg max ( ( , ), )

( ( , ), ( , ), ( ), , ) , ,

I I I

W

I I I I

T

x t

H t x t u t t dt

ww

w

w j s w

y s s w w
Î

= - +

+ò
%

%
  (27) 

0arg max ( , ),I I

a A
a t ay s

Î
=

%

% .     (28) 

Из условий (26)–(28) следуют ослабленные необходимые условия в 
форме дифференциального принципа максимума 

( ) arg max ( ( , ), ( , ), ( ), , ),I I I I I
uu U

u t H t x t u t t uy s s w
Î

=
%

% , t TÎ , 

1arg max ( ( , ), ) ( ( , ), ( , ), ( ), , ) ,I I I I I I I

W
T

x t H t x t u t t dtw ww
w j s w y s s w w

Î
= - + ò%

% , 

0arg max ( , ),I I

a A
a t ay s

Î
=

%

% , 

которые можно представить в проекционной форме с параметром 0a >  
( ) ( ( ) ( ( , ), ( , ), ( ), , ))I I I I I I

U uu t P u t H t x t u t ta y s s w= + , t TÎ ,    (29) 

1

(

( ( ( , ), ) ( ( , ), ( , ), ( ), , ) )),

I I
W

I I I I I I

T

P

x t H t x t u t t dtw w

w w

a j s w y s s w

= +

+ - + ò  (30) 

0( ( , ))I I I
Aa P a tay s= + .     (31) 

Обозначим ( )Ia sW Í W  – множество допустимых неподвижных точек 
задачи (10)–(14). 

Пусть ( )I Ias sÎW , тогда очевидно Is  удовлетворяет условиям (29)–
(30). Обратно, пусть Is   удовлетворяет условиям дифференциального 
принципа максимума (29)–(30), тогда Is  является решением системы 
(10)–(14) при Is s= . Таким образом, получаем следующее утверждение.   

Теорема 1. В задаче (1), (2) управление Is ÎW  удовлетворяет услови-
ям дифференциального принципа максимума в проекционной форме (29)–
(31) тогда и только тогда, когда 

( )I Ias sÎW , 0a > .   (32) 
Следствие 1 (дифференциальный принцип максимума в терминах за-

дачи о неподвижной точке). Пусть управление Is ÎW  является опти-
мальным в задаче (1), (2). Тогда ( )I Ias sÎW , 0a > . 
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Другие следствия в задаче (1), (2)). 
1. Задача о неподвижной точке (10)–(14), и, следовательно, краевая 

задача (16)–(25), всегда разрешимы для управления, удовлетво-
ряющего дифференциальному принципу максимума. 

2. В случае неединственности решения задачи о неподвижной точ-
ке (10)–(14) появляется принципиальная возможность строгого 
улучшения управления, удовлетворяющего дифференциальному 
принципу максимума. Такая возможность иллюстрируется в ра-
ботах [7 – 10] для частных случаев задачи (1), (2). 

3. Отсутствие неподвижных точек в процедуре улучшения управ-
ления свидетельствует о неоптимальности управления. 

Оценка улучшения функционала (15) позволяет получить усиленное 
необходимое условие оптимальности управления по сравнению с диффе-
ренциальным принципом максимума. 

 
Теорема 2 (усиленное необходимое условие оптимальности управления 

в терминах задачи о неподвижной точке). Пусть управление Is ÎW  яв-
ляется оптимальным в задаче (1), (2). Тогда 

( ) { }I Ia s sW = , 0a > .   (33) 
Действительно, пусть существует неподвижная точка ( )II Ias sÎW , 

II Is s¹ . Тогда в силу оценки (15) получим строгое улучшение опти-
мального управления ( ) 0II

I
s

sD F < . Полученное противоречие доказыва-
ет справедливость утверждения теоремы. 

Понятно, что в линейной по аргументу u  задаче (1), (2) условие (32) 
является эквивалентным принципу максимума (26)–(28) и, соответствен-
но, условие (33) усиливает принцип максимума. 

Отметим, что условия дифференциального принципа максимума в 
проекционной форме (29)–(31), записанные для произвольного управле-
ния ( , , )u as w= ÎW , можно рассматривать как задачу о неподвижной 
точке 

( )Gas s=
)

, 0a >  
в пространстве управлений для определяемого правыми частями этих ус-
ловий однозначно определенного оператора : ( , , )G u aa s s w® =

) )) ) ) : 
( ) ( ( ) ( ( , ), ( , ), ( ), , ))U uu t P u t H t x t u t ta y s s w= +) , t TÎ , 

1( ( ( ( , ), ) ( ( , ), ( , ), ( ), , ) ))W
T

P x t H t x t u t t dtw ww w a j s w y s s w= + - + ò
) , 

0( ( , ))Aa P a tay s= +) . 
Указанной задаче о неподвижной точке соответствует эквивалентная 

краевая задача дифференциального принципа максимума в проекционной 
форме 

( ) ( ( ), ( ), , )x t f x t u t ta w=& ,  0( )x t aa= , 
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( ) ( ( ), ( ), ( ), , )xt H t x t u t ta ay y w= -& , 

1 1( ) ( ( ), )xt x t ay j w= - , 
в которой 

( ) ( ( ) ( ( ), ( ), ( ), , ))U uu t P u t H t x t u t ta a a aa y w= + , t TÎ , 

1( ( ( ( ), ) ( ( ), ( ), ( ), , ) ))W
T

P x t H t x t u t t dta a a a a
w ww w a j w y w= + - + ò , 

0( ( ))Aa P a ta a ay= + . 
Отметим, что уравнение для сопряженной переменной в краевой зада-

че улучшения (16)–(25) проще по свойствам гладкости правых частей, 
чем уравнение для сопряженной переменной в краевой задаче дифферен-
циального принципа максимума. 

Далее задачи о неподвижной точке конкретизируются в рамках част-
ных подклассов общей задачи (1), (2), актуальных для приложений. 

 
3. Линейная по состоянию задача 

Предлагаемый подход к улучшению управления проиллюстрируем на 
примере линейной по состоянию задачи (1), (2) (функции ( , )xj w , 

( , , , )F x u tw , ( , , , )f x u tw  являются линейными по аргументу x  в соответ-
ствующих областях определения). 

В этом случае модифицированная сопряженная система (4)–(7) совпа-
дает со стандартной сопряженной системой (3). 

Тогда формула приращения (9) принимает вид 

1

0 ( )

( ) { ( ( , ), ) ( ( , ), ( , ), ( ), , ) }

( , ), ( ( , ), ( , ), ( ), , ) .

I I I I

T

I I I I
u t

T

x t H t x t u t t dt

t a H t x t u t t dt

s ws j s w y s s w

y s y s s w

D F = -D - + -

- D - D

ò

ò
 

Задача о неподвижной точке (10)–(14) упрощается и принимает сле-
дующий вид 

( ) ( ( ) ( ( ( , ), ( , ), ( ), , ) ( )))I I I I u
U uu t P u t H t x t u t t s ta y s s w= + + , t TÎ , 

( ) ( ( , ), ( , ), ( ), , )

( ( , ), ( , ), ( ), , ) ( ), ( ) ( ) ,

I I I
u t

I I I u I
u

H t x t u t t

H t x t u t t s t u t u t

y s s w

y s s w

D =

= + -
 

1( ( ( ( , ), ) ( ( , ), ( , ), ( ), , ) ))I I I I
W

T

P x t H t x t u t t dt sww ww w a j s w y s s w= + - + +ò , 

1

1

{ ( ( , ), ) ( ( , ), ( , ), ( ), , ) }

( ( , ), ) ( ( , ), ( , ), ( ), , ) , ,

I I I

T

I I I I

T

x t H t x t u t t dt

x t H t x t u t t dt s

w

w
w w

j s w y s s w

j s w y s s w w w

D - + =

= - + + -

ò

ò
 

0( ( , ))I I
Aa P a tay s= + . 

При этом уравнение для компоненты a  становится независимым от 
остальных уравнений системы. 
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Эквивалентная краевая задача улучшения (16)–(25) сводится к специ-
альной задаче Коши 

( ) ( ( ), ( ), , )x t f x t u t ta aw=& ,  0( )x t aa= , 
в которой 

( ) ( ( ) ( ( ( ), ( ), ( ), , ) ( )))I I I I u
U uu t P u t H t x t u t t s ta a y w= + + , t TÎ , 

( )
( ( ), ( ), ( ), , )

( ( ), ( ), ( ), , ) ( ), ( ) ( )

I I I
u t

I I I u I
u

H t x t u t t

H t x t u t t s t u t u t

a

a

y w

y w

D =

= + -
, 

1( ( ( ( ), ) ( ( ), ( ), ( ), , ) ))I I I I
W

T

P x t H t x t u t t dt sa a w
w ww w a j w y w= + - + +ò , 

1

1

{ ( ( ), ) ( ( ), ( ), ( ), , ) }

( ( ), ) ( ( ), ( ), ( ), , ) , ,

I I I

T

I I I I

T

x t H t x t u t t dt

x t H t x t u t t dt s

a
a

w

a w a
w w

j w y w

j w y w w w

D - + =

= - + + -

ò

ò
 

0( ( ))I I
Aa P a ta ay= +  

и для удобства обозначено ( ) ( , )I It ty y s= , t TÎ . 
В данном примере задача о неподвижной точке и краевая задача для 

поиска улучшающего управления существенно упрощаются по сравне-
нию с задачей о неподвижной точке и краевой задачей дифференциально-
го принципа максимума. 

 
4. Задача с управляющими параметрами 

Рассмотрим важный для приложений подкласс задачи (1), (2), в кото-
ром функции F , f  не зависят от аргумента u  в соответствующих облас-
тях определения. В данной задаче параметрической оптимизации форму-
ла приращения (9) принимает вид 

1

0

( ) { ( ( , ), ) ( ( , , ), ( , ), , ) }

( , , ), ,

I I I I

T

I

x t H p t x t t dt

p t a

s ws j s w s s s w

s s

D F = -D - + -

- D

ò

 
в которой ( , )as w= , ( , )I I Ias w= . 

При заданном Is ÎW   задача о неподвижной точке улучшения (10)–
(14) принимает следующую форму 

1( ( ( ( , ), ) ( ( , , ), ( , ), , ) ))I I I I
W

T

P x t H p t x t t dt sww ww w a j s w s s s w= + - + +ò , 

1

1

{ ( ( , ), ) ( ( , , ), ( , ), , ) }

( ( , ), ) ( ( , , ), ( , ), , ) , ,

I I I

T

I I I I

T

x t H p t x t t dt

x t H p t x t t dt s

w

w
w w

j s w s s s w

j s w s s s w w w

D - + =

= - + + -

ò

ò
 

0( ( , , ))I I
Aa P a p ta s s= + . 

Задача о неподвижной точке дифференциального принципа максимума 
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имеет вид 

1( ( ( ( , ), ) ( ( , ), ( , ), , ) ))W
T

P x t H t x t t dtw ww w a j s w y s s w= + - + ò , 

0( ( , ))Aa P a tay s= + . 
В данном случае задачи о неподвижной точке являются конечномер-

ными по управляемым переменным.  
 

5. Задача с управляющими функциями 
Пусть в задаче (1), (2) функции F , f  не зависят от аргумента w  в со-

ответствующих областях определения и начальное состояние задано в 
виде 0a x= . В этом случае получаем задачу (1), (2), в которой формула 
приращения (9) принимает вид 

( )( ) ( ( , , ), ( , ), ( ), ) ,I I I
u t

T

H p t x t u t t dts s s s sD F = - Dò
 

где us = , I Ius = . 
Задача о неподвижной точке для улучшения управления I Ius =  (10)–

(14) имеет вид 
( ) ( ( ) ( ( ( , , ), ( , ), ( ), ) ( )))I I I u

U uu t P u t H p t u u x t u u t t s ta= + + , t TÎ , 

( ) ( ( , , ), ( , ), ( ), )

( ( , , ), ( , ), ( ), ) ( ), ( ) ( )

I I
u t

I I u I
u

H p t u u x t u u t t

H p t u u x t u u t t s t u t u t

D =

= + -
, 

Эквивалентная краевая задача улучшения управления I Ius =  (16)–
(25) принимает форму 

( ) ( ( ), ( ), )x t f x t u t ta=& ,  0
0( )x t x= , 

( ) ( ( ), ( ), ( ), ) ( )I I
xp t H p t x t u t t r t= - -& , 

( )

( ( ), ( ), ( ), ) ( ), ( ) ( )

( ( ), ( ), ( ), )

I I I
x

I I
x t

H p t x t u t t r t x t x t

H p t x t u t t

+ - =

= D
 

1 1( ) ( ( ))I
xp t x t qj= - - , 

11 1 1 ( ) 1( ( )) , ( ) ( ) ( ( ))I I I
x x tx t q x t x t x tj j+ - = D , 

в которой 
( ) ( ( ) ( ( ( ), ( ), ( ), ) ( )))I I u

U uu t P u t H p t x t u t t s ta a= + + , t TÎ , 

( )
( ( ), ( ), ( ), ) ( ( ), ( ), ( ), ) ( ), ( ) ( )I I u I

uu t
H p t x t u t t H p t x t u t t s t u t u ta

aD = + -  

и обозначено ( ) ( , )I Ix t x t s= , t TÎ . 
Задача о неподвижной точке дифференциального принципа максимума 

принимает  вид 
( ) ( ( ) ( ( , ), ( , ), ( ), ))U uu t P u t H t u x t u u t ta y= + , t TÎ , 

которой соответствует эквивалентная краевая задача 
( ) ( ( ), ( ), )x t f x t u t ta=& ,  0

0( )x t x= , 
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( ) ( ( ), ( ), ( ), )xt H t x t u t tay y= -& , 1 1( ) ( ( ))xt x ty j= - , 

( ) ( ( ) ( ( ), ( ), ( ), ))U uu t P u t H t x t u t ta a aa y= + , t TÎ . 
Стандартные методы численного решения рассматриваемых краевых 

задач улучшения и принципа максимума (метод стрельбы, метод линеа-
ризации, конечно-разностный метод) даже в случае гладкости и одно-
значности правых частей задачи, как правило, оказываются  вычисли-
тельно неустойчивыми, что обусловливается наличием положительных 
вещественных значений собственных чисел соответствующей матрицы 
Якоби. Методы решения эквивалентных задач о неподвижной точке в 
пространстве управлений определяют новые вычислительно эффективные 
подходы к решению краевых задач в теории оптимального управления. 

 
6. Итерационные методы решения задач о неподвижной точке 

Для решения задачи о неподвижной точке произвольного оператора 
:G V V® , действующего на множестве V  в полном нормированном про-

странстве, 
( )v G v= , v VÎ ,     (34) 

можно использовать известный в вычислительной математике метод по-
следовательных приближений и его модификации [12]. В частности, 
можно применить явный метод простой итерации при 0k ³ , имеющий 
форму: 

1 ( )k kv G v+ = , 0v VÎ . 
Для улучшения сходимости итерационного процесса задачу о непод-

вижной точке (34) можно преобразовать к эквивалентной задаче с пара-
метром 0d > : 

( ( ))v v v G vd= + - , v VÎ ,     (35) 
на основе которой получаем модификацию итерационного процесса: 

1 ( ( ))k k k kv v v G vd+ = + - , 0v VÎ . 
Основным условием сходимости метода простой итерации является 

выполнение свойства «сжимания» [12] для оператора правой части задачи 
о неподвижной точке. Поэтому, выбирая достаточно малый параметр 

0d > , можно регулировать сходимость рассматриваемой модификации 
(35) метода простой итерации. 

Одной из возможных схем метода простой итерации для решения за-
дачи о неподвижной точке (10)–(14) для улучшения заданного управления 

Is  в задаче (1), (2) при 0k ³ является следующий итерационный процесс 
1( ) ( ( ) ( ( ( , , ), ( , ), ( ), , ) ( )))k I I k k I I u

U uu t P u t H p t x t u t t s ta s s s w+ = + + , t TÎ , 

( )
( ( , , ), ( , ), ( ), , )

( ( , , ), ( , ), ( ), , ) ( ), ( ) ( )

k
I k k I I

u t

I k k I I u k I
u

H p t x t u t t

H p t x t u t t s t u t u t

s s s w

s s s w

D =

= + -
, 
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1

1

(

( ( ( , ), ) ( ( , , ), ( , ), ( ), , ) ))

k I
W

k I I k k k I

T

P

x t H p t x t u t t dt sww w

w w

a j s w s s s w

+ = +

+ - + +ò , 

1

1

{ ( ( , ), ) ( ( , , ), ( , ), ( ), , ) }

( ( , ), )

( ( , , ), ( , ), ( ), , ) , ,

k
k I I k k k I

T
k I

I k k k I k I

T

x t H p t x t u t t dt

x t

H p t x t u t t dt s

w

w

w
w

j s w s s s w

j s w

s s s w w w

D - + =

= - +

+ + -

ò

ò
 

1`
0( ( , , ))k I I k

Aa P a p ta s s+ = + . 
Начальное управление 0s ÎW  при 0k =  задано. 

Расчет задачи о неподвижной точке (10)–(14) производится до первого 
улучшения исходного управления Is . Далее строится новая задача улуч-
шения для полученного управления IIs  и расчет повторяется. Итерации 
улучшения продолжаются до тех пор, пока не выполнится условие 

( ) ( ) ( )II I Is s e sF -F £ F , 
где 0e >  – заданная точность расчета. 

Для решения задачи о неподвижной точке дифференциального прин-
ципа максимума (29)–(31) может использоваться следующий итерацион-
ный процесс при 0k ³  с начальным управлением  0s ÎW  

1( ) ( ( ) ( ( , ), ( , ), ( ), , ))k k k k k k
U uu t P u t H t x t u t ta y s s w+ = + , t TÎ , 

1

1

(

( ( ( , ), ) ( ( , ), ( , ), ( ), , ) ))

k k
W

k k k k k k

T

P

x t H t x t u t t dtw w

w w

a j s w y s s w

+ = +

+ - + ò , 

0( ( , ))k k k
Aa P a tay s= + . 

Для анализа сходимости рассматриваемых итерационных процессов к 
решениям задач о неподвижной точке при достаточно малых параметрах 
проектирования 0a >  можно применить известный принцип сжимающих 
отображений аналогично [8, 11]. 

 
Заключение 

Разработанные проекционные методы неподвижных точек для поиска 
экстремальных управлений (удовлетворяющих дифференциальному 
принципу максимума) не гарантируют релаксацию по целевому функцио-
налу в отличие от градиентных методов, но компенсируют это свойство 
нелокальностью последовательных приближений управления, обуслов-
ленной фиксированностью параметра проектирования; отсутствием опе-
рации варьирования управления в окрестности текущего приближения; 
получением необходимых условий оптимальности управления в новой 
конструктивной форме задач о неподвижной точке определяемых опера-
торов управления в рассматриваемом классе задач, что позволяет эффек-
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тивно применить известный аппарат теории и методов неподвижных то-
чек для поиска экстремальных управлений. 

Предложенные проекционные методы неподвижных точек для улуч-
шения управления в рассматриваемом классе оптимизационных задач об-
ладают следующими свойствами. 

1. Нелокальность улучшения управления и отсутствие процедуры 
варьирования улучшающего управления в достаточно малой окрестности 
улучшаемого управления, характерной для стандартных градиентных ме-
тодов. 

2. Возможность строгого улучшения неоптимальных экстремальных 
управлений. Такая возможность появляется в случае неединственности 
решения задачи о неподвижной точке. Градиентные методы такой воз-
можностью не обладают. 

3. Получение новых необходимых условий оптимальности управления, 
усиливающих известный принцип максимума в рассматриваемом классе 
задач. 

Построенные проекционные методы неподвижных точек характеризу-
ется тем, что улучшающие и экстремальные управления определяются 
решениями соответствующих задач о неподвижной точке при любом зна-
чении параметра проектирования 0a > . В частности при достаточно ма-
лых 0a > , обеспечивающих сходимость конструируемых итерационных 
процессов последовательных приближений к решениям задач о непод-
вижной точке.  

Основное отличие разработанных проекционных методов неподвиж-
ных точек от стандартного метода проекции градиента состоит в том, что 
параметр проектирования 0a >  фиксируется в итерационном процессе 
последовательных приближений. В методе проекции градиента этот па-
раметр варьируется на каждой итерации для обеспечения улучшения 
управлений. 

В целом, оптимизация управлений на основе расчета конструируемых 
задач о неподвижной точке предлагаемыми итерационными методами 
последовательных приближений сводится к последовательному решению 
задач Коши для фазовых и сопряженных переменных. 

Указанные свойства предлагаемых методов неподвижных точек явля-
ются важными факторами повышения вычислительной и качественной 
эффективности решения задач оптимального управления и определяют 
перспективное направление развития методов оптимизации нелинейных 
динамических  систем. 
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The article deals with a new approach to optimization of control functions and pa-
rameters of nonlinear systems, which is based on solution of special fixed point 
problems for projection operators in the space of controls. The fixed point problems 
make it possible to build improving and extreme controls and obtain new conditions 
for optimal control in a class of optimization problems. 
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