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 В статье проанализирована изменчивость трудозатрат на производство 

аграрной продукции и предложены нелинейные модели их описания с 
учетом верхних и нижних оценок. В качестве функций использованы экс-
понента и гипербола, характеризующие тенденцию убывания затрат тру-
да. Методика описания трудозатрат на основные виды сельскохозяйст-
венной продукции в виде нелинейных трендов позволяет применять для 
оптимизации трудовых ресурсов задачи параметрического программиро-
вания. Предложенные модели минимизации затрат труда на производство 
сельскохозяйственной продукции реализованы для среднего по размеру 
предприятия Иркутской области. Результаты моделирования на основе 
прогностических данных показывают возможности повышения эффек-
тивности использования трудовых ресурсов. Сокращение трудозатрат на 
производство основной продукции для предприятий подобного типа со-
ставляет не менее 5%.  

Ключевые слова: параметрическое программирование; нелинейная 
модель; трудозатраты; экстремальные оценки; сельскохозяйственное 
предприятие. 

 
Введение 

Затраты труда на производство аграрной продукции в динамике сни-
жаются, что связано, прежде всего, с уровнем оснащенности предприятия 
техникой и использованием новых технологий. Чем выше уровень техно-
логий предприятия, тем ниже его затраты труда на производство различ-
ных видов  продукции. Систематизированы данные по производству ос-
новных видов сельскохозяйственной продукции за 2006–2015 гг. по 76 
хозяйствам Иркутской области. В качестве источников информации ис-
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пользованы официальные формы годовой статистической отчетности о 
финансово-экономическом состоянии товаропроизводителей агропро-
мышленного комплекса Иркутской области, на основании которых полу-
чены затраты труда на единицу произведенной продукции.  Анализ затрат 
труда за многолетний период показывает, что имеют место тенденции их 
снижения для малых, средних и крупных хозяйств. При этом наблюдается 
тенденция уменьшения рассеяния  параметра с увеличением размера 
предприятия. Затраты труда в микрохозяйствах изменяются случайным 
образом [1; 2 и др.]. 

В работе [2] предложены линейные модели, описывающие снижение 
средних затрат труда для различных групп предприятий.  Эти модели 
имеют тот недостаток, что при рассмотрении процесса за длительный 
промежуток времени затраты труда могут соответствовать неположи-
тельным значениям. Очевидно, существует некоторый нижний предел, к 
которому стремится исследуемый показатель.  Кроме того, развитие тех-
нологий и технических средств определяет тенденцию понижения трудо-
затрат на производство аграрной продукции.  

Материал и методы исследования. Исходя из этих двух свойств па-
раметра, в статье рассматривается возможность использования нелиней-
ных моделей, учитывающих верхние и нижние оценки трудозатрат на 
производство аграрной продукции в различных группах хозяйств и отра-
жающих их постепенное уменьшение за многолетний период. Учет при 
моделировании трудозатрат верхних и нижних оценок на основе эмпири-
ческих данных позволяет адекватно описывать изменения параметра в 
рамках развивающихся технологий и природно-экономических условий.  
При этом, с одной стороны, минимальные значения трудозатрат всегда 
будут превышать ноль, а с другой — стремиться к нему по причине раз-
вития технико-технологических процессов. В дополнение к этому огра-
ниченность рядов трудозатрат предполагает ограничения заблаговремен-
ности прогноза 1–3 года.  

Определение статистически значимых трендов для оценки трудозатрат 
на производство основных видов продукции позволяет решать задачу оп-
тимизации трудозатрат на основе задачи параметрического программиро-
вания. 

Анализ литературы показывает, что трендовые модели имеют практи-
ческое значение для описания различных производственно-
экономических параметров [3; 4; 5; 6; 7 и др.].  

В работах [8; 9] для оценки многолетней изменчивости среднегодового 
надоя молока и урожайности пшеницы использованы модели с верхним 
предельным значением, которые при решении задач параметрического 
программирования приводились к линейному виду. 

Функции с верхними предельными значениями предложено применять 
для прогнозирования продолжительных многолетних изменений произ-
водственно-экономических показателей, поскольку руководителей ста-
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бильно работающих хозяйств интересует развитие деятельности на  дли-
тельную перспективу [10; 11].  

В работе [8] использованы гиперболические зависимости себестоимо-
сти произведенной продукции от урожайности сельскохозяйственных 
культур исходя из предположения наличия нижнего предельного значе-
ния для себестоимости, которая определялась по эмпирическим данным 
для различных сельскохозяйственных предприятий Иркутской области. 
При этом авторами книги [8] реализованы 2 варианта  модели параметри-
ческого программирования, когда урожайность представляла собой абсо-
лютные величины и логарифмические значения.  

Переходя к описанию изменчивости затрат труда на производство раз-
личных видов сельскохозяйственной продукции, отметим, что  на первом 
этапе определялись верхние и нижние оценки затрат труда по различным 
группам предприятий. Рассматривались наименьшие минимальные и мак-
симальные значения и усредненные их оценки. Анализ данных групп 
наименьших и наибольших значений трудозатрат для различных пред-
приятий показывает, что для построения нелинейных моделей предпочти-
тельнее использовать усредненные верхние и нижние оценки как наибо-
лее устойчивые согласно их наименьшей изменчивости.  В таблице 1 при-
ведены данные усредненных  максимальных ( maxx ) и минимальных ( minx ) 
значений трудозатрат на производство различных видов сельскохозяйст-
венной продукции, наименьших минимальных ( min

minx ) и наибольших мак-
симальных ( max

maxx ) значений, а также среднее ( x ) и коэффициенты вариа-
ции ( vc ) рядов средних многолетних величин рассматриваемого показа-
теля.    

Следует иметь в виду, что в таблице 1 приведены основные виды сель-
скохозяйственной продукции, изменяющиеся за многолетний период, по-
скольку каждое предприятие  характеризуется определенной специализа-
цией. 

На втором этапе, исходя из средних минимальных и максимальных 
оценок рядов трудозатрат и их значений, построены два вида зависимо-
стей: гиперболические и экспоненциальные (таблица 2). Единицей много-
летнего периода t является 1 год. 

Согласно данным таблицы 2, гиперболические зависимости, характе-
ризующие трудозатраты за каждый год, удовлетворяют требования точ-
ности согласно коэффициенту детерминации (R2>0,5) за исключением за-
трат труда на возделывание кормовых культур по данным малых и круп-
ных предприятий. Для средних предприятий тренд трудозатрат  имеет вид 
y=0,043/(0,0249t+0,0856),  оцениваемый с точностью   R2=0,50. При этом 
коэффициенты детерминации для молока, зерна и картофеля находятся не 
ниже 0,69, исключая затраты на кормовые культуры. Помимо точности 
определялась адекватность моделей согласно анализу случайности остат-
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ка ряда [12].  На основе этого критерия принята гипотеза об адекватности 
многолетних последовательностей трудозатрат. 

 
Таблица 1   

Усредненные трудозатраты на производство основных видов продукции 
за многолетний период малыми, средними и крупными хозяйствами, 

чел.-ч/ц 
  

Группы хозяйств x  vc  minx  maxx  min
minx  max

maxx  
Зерновые 

Малые хозяйства 1,44 0,80 0,58 2,42 0,04 8,56 
Средние хозяйства 0,83 0,83 0,29 1,60 0,07 5,45 
Крупные хозяйства 0,65 0,55 0,43 0,82 0,17 1,73 

Картофель 
Малые хозяйства 2,46 0,83 0,96 4,62 0,33 11,33 

Кормовые культуры 
Малые хозяйства 0,18 0,80 0,10 0,24 0,03 0,93 
Средние хозяйства 0,26 0,97 0,13 0,41 0,03 1,13 
Крупные хозяйства 0,14 1,11 0,05 0,23 0,01 0,84 

Молоко 
Малые хозяйства 5,55 0,60 2,20 9,04 0,30 19,49 
Средние хозяйства 5,45 0,52 3,55 7,64 1,60 15,42 
Крупные хозяйства 3,18 0,41 2,28 4,07 1,45 6,13 

 
Таблица 2  

Гиперболические и экспоненциальные модели многолетней изменчи-
вости затрат труда на производство основных видов продукции для 

различных групп предприятий за  2006–2015 гг. 
 
Группа пред-

приятия Гипербола R2 Экспонента R2 

Молоко 
Малые y=1,9/(0,0643t+0,146) 0,69 y=12,4e-0,18t 0,95 
Средние y=2/(0,234+0,0351t) 0,76 y=10e-0,13t 0,62 
Крупные y=1,5/(0,0466t+0,314) 0,93 y=5,0e-0,11t 0,86 

Зерно 
Малые y=0,17/(0,0362+0,0215t) 0,72 y=4,3e-0,21t 0,62 
Средние y=0,18/(0,0356+0,0513t) 0,74 y=2,4e-0,23t 0,80 
Крупные y=0,21/(0,193+0,0287t) 0,87 y=1,26e-0,12t 0,69 

Картофель 
Малые y=0,42/(0,0314+0,0599t) 0,83 y=6,7e-0,33t 0,91 
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Что касается экспоненты, то она так же удовлетворительно описывает 
трудозатраты на производство различных видов сельскохозяйственной 
продукции. Тем не менее ее точность несколько ниже, чем точность ги-
перболической функции. При этом с помощью экспоненциальной зависи-
мости практически не выявлены тренды для трудозатрат, связанных с 
производством кормовых культур. Кроме того, убывание трудозатрат по 
этой функции происходит с большей скоростью по сравнению с гипербо-
лой и согласно ретроспективному прогнозу экспонента может использо-
ваться при упреждении 1 год.  В этом отношении предпочтительнее ги-
перболическая зависимость, убывающая с меньшей скоростью и позво-
ляющая прогнозировать ситуации с заблаговременностью 1–3 года в со-
ответствии с ретроспективным прогнозом. 

Таким образом, для описания трудозатрат предлагаются гиперболиче-
ские и экспоненциальные модели с усредненными верхними и нижними 
значениями, из которых согласно оценке качества модели предпочтитель-
нее первые.  Наличие значимых тенденций изменчивости трудозатрат на 
производство основных видов сельскохозяйственной продукции позволяет 
при планировании использовать задачи параметрического программиро-
вания со значимыми трендами. Причем при решении задач для конкрет-
ных аграрных предприятий при построении трендов необходимо учиты-
вать особенности производства, непосредственно или косвенно связанные 
с трудозатратами.  

Результаты исследования. Рассмотрим модель оптимизации затрат 
труда с использованием тенденций их изменчивости. Целевая функция, 
характеризующая минимизацию затрат труда, может быть записана в сле-
дующей редакции: 

                         ( ) ( ) min,s s h h
s S h H

c t x c t x
Î Î

+ ®å å                                (1) 

где  xs, xh — искомые переменные площади культур s и объемы производ-
ства животноводческой продукции h; )(tcs  — затраты труда на единицу 
производимой растениеводческой продукции с учетом изменчивости па-
раметра во времени t (номер года); ch (t) —  затраты труда на единицу жи-
вотноводческой продукции h, изменяющиеся за время t;   

при условиях: 
· ограниченности производственных ресурсов: 

    );Ll(Wxwxw
Ss Hh

    lhlhslså å
Î Î

Î£+                              (2) 

где  lsw  — расход ресурса l  на единицу площади s-культуры; lhw  — рас-
ход ресурса l  на единицу продукции животноводства; lW  — наличие ре-
сурса вида l ; 
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· использования в животноводстве побочной продукции растение-
водства: 

);J(j  å
Î

Î³
Ss

jsjs xxp                                     (3) 

где jsp  — выход с единицы площади культуры s вида корма j ; jx  —  
количество кормов вида j , которое используется для скотоводства; 

· ограниченности размера отраслей, в том числе: 
растениеводства: 

( )å
Î

Î£+£
rSs

rssr nxn R)r ( 1 a ;                               (4) 

где  rn , rn  — максимально и минимально возможная площадь культур 

группы r; sa  — коэффициент, учитывающий площадь семенных посевов 
для культуры s; 

животноводства: 
,hhhh xx ¢¢= l )Hh (h, Î¢ ;                                  (5) 

где hh ¢l  — коэффициент пропорциональности между поголовьем живот-
ных h и их группами h¢ ; h¢  — группы животных; 

· производства конечной продукции не менее заданного объема, в 
том числе: 

растениеводства: 
å Î³
ÎSs

qsqs Vxtv )Q(q )( ;                                    (6) 

где  qV  — гарантированный объем производства продукции вида q;  

qsv  — выход товарной продукции вида q  с единицы площади культуры 
s;  

животноводства: 
)Qq ( )( 1111å

Î

Î³
Hh

qhhq Vxtv ;                               (7) 

где  
1qV  — гарантированный объем производства продукции вида q1; 

hq1
v  — выход единицы животноводческой продукции вида 1q ; 

· увязки растениеводства с животноводством, в том числе: 
балансирования рационов животных по элементам питания: 

);I(i å å å
Î Î Î

Î³+
Ss Jj Hh

hihjijssis xbxaxpa                   (8) 

где  isa  — содержание элемента питания i в единице кормовой продук-

ции, получаемое от культуры s; sp  — выход основной кормовой продук-
ции с единицы площади культуры s или вида кормовых угодий;   ija  — 
содержание элемента i питания в виде корма j или компоненте кормосме-



Ж. И. Вараница-Городовская, Я. М. Иваньо.  Модели оптимизации затрат труда 
на производство аграрной продукции с учетом нелинейных функций… 
 

 
 

27 

си; jx  — объем производства кормов вида j; ihb  — минимальная потреб-
ность в элементе питания i единицы поголовья вида (группы) h;  

по структуре производства кормов: 
)K(k  å å å å

Î Î Î Î

Î£+£
Hh Ss Jj Hh

hkhjijssishkh

k k

xdxaxpaxd ;            (9) 

где  khd , khd  — минимально и максимально допустимый нормативный 
размер потребности в кормах группы k единицы поголовья вида (группы) 
животных h, выраженный в кормовых единицах; 

· неотрицательности  переменных: 
, 0.s hx x ³                                         (10) 

Задача (1)–(10) может быть использована для оптимизации трудозатрат 
на малых, средних и крупных сельскохозяйственных предприятиях, по-
скольку затраты труда на основные виды продукции описываются с по-
мощью функциональной зависимости за исключением кормовых  культур 
на малых и крупных предприятиях.  

Предложенная модель позволяет получать оптимальные решения, свя-
занные с параметром t. При этом в зависимости от статистических 
свойств коэффициентов при неизвестных целевой функции левых и пра-
вых частей ограничений   можно рассматривать разные варианты задачи: 
1) коэффициенты при неизвестных в целевой функции описываются в ви-
де трендов, а ограничения независимы от времени; 2) ограничения связа-
ны с параметром t, а коэффициенты при неизвестных в целевой функции 
не могут быть описаны с помощью трендов. В первом случае коэффици-
енты при неизвестных в целевой функции характеризуются различными 
трендами, в частности, предложены параболические и экспоненциальные 
выражения. Таким образом, критерий оптимальности в зависимости от t 
изменяется, а ограничения представляют собой выпуклое постоянное 
множество. Во втором случае изменяются ограничения в зависимости от 
параметра t, а целевая функция является линейной. 

В работе предложен первый вариант модели  (1)–(10),  когда коэффи-
циенты при неизвестных в целевой функции зависят от времени t, реали-
зованный для ЗАО «Иркутские семена» Иркутской области, которое 
представляет собой среднее предприятие. Для прогнозирования трудоза-
трат на производство основных видов сельскохозяйственной продукции 
использованы предложенные гиперболические и экспоненциальные зави-
симости. Основными видами производимой продукции на этом предпри-
ятии являются картофель,  зерновые,  зернобобовые и мясо свиней,  из ко-
торых 67% приходится на первую культуру. Производство зерна состав-
ляет около 27%, зернобобовых — около 2% и мяса свиней — немногим 
более  4%. Из перечисленных видов с помощью регрессионных нелиней-
ных моделей описаны затраты труда на производство картофеля. Трудо-
затраты  на остальные виды продукции приняты в качестве усредненных 
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значений ввиду отсутствия значимых трендов, малого их  рассеяния и 
меньшего влияния на результаты работы хозяйства.  В целевой функции 
трудозатраты предприятия на производство картофеля как основной 
культуры производства описаны  с помощью гиперболы и экспоненты:  
1)  y=0,8/(0,447+0,0569t) с коэффициентом R2=0,66;  2)   y=1,7421e-0,33t со 
значением  R2=0,64. При этом ограничения на производство картофеля, 
зерна, зернобобовых и мяса свинины, посевные площади, поголовье жи-
вотных, объемы реализации произведенной продукции являются линей-
ными. 

При решении задачи параметрического программирования использо-
ваны точечные и интервальные прогнозы по гиперболической и экспо-
ненциальной функции с уровнем значимости 0,1.  

Применение гиперболической модели для прогнозирования на один 
год позволило согласно модели (1)–(10) получить значения целевой 
функции  125 246 чел.-ч для точечного прогноза и интервал критерия 
оптимальности — 96286  ÷ 154206 чел.-ч. 

Сравнение результата решения задачи параметрического программи-
рования с использованием точечного прогноза и данных предприятия по-
казывает расхождение, составившее 5,11%. Другими словами, возможно 
улучшение работы предприятия за счет уменьшения трудозатрат на ука-
занную величину.  

Затраты труда на возделывание картофеля в хозяйстве составили  0,80 
чел.-ч/ц, а по гиперболической модели — 0,75 чел.-ч/ц, что позволяет 
вскрыть резервы в размере более 6,75 тыс. чел.-ч,  при условии, что про-
изводство картофеля будет не ниже уровня прошедшего года.  

Использование экспоненциальной зависимости позволило получить 
следующие результаты: целевая функция, описывающая минимизацию 
трудозатрат для ЗАО «Иркутские семена» при точечном прогнозе прини-
мает значение 121559 чел.-ч, и ее значение будет находиться в интервале     
81339–161069 чел.-ч для уровня значимости 0,1. Выявлен резерв свыше 
10 тыс. чел.-ч (7,9%) за счет снижения затрат труда на производство кар-
тофеля в размере  0,10 чел.-ч/ц производимой продукции.   

 Сравнение результатов моделирования оптимизации трудозатрат с 
учетом гиперболического и экспоненциального трендов на основе задачи 
параметрического программирования показывает предпочтение исполь-
зования модели с экспоненциальной зависимостью, в которой целевая 
функция на 2,8% меньше, чем в модели с гиперболической тенденцией. 
При этом потенциальная экономия трудозатрат предприятия составляет  
7,9%. Между тем следует учитывать факт менее интенсивного уменьше-
ния трудозатрат для гиперболической зависимости применительно к 
предприятию и производимой продукции. Так, величина параметра отно-
сительно предшествующего года по данным 4 прогностических лет не-
многим превышает 5%, а для экспоненты — более 8,5%. Кроме того, ин-
тервал прогнозирования по гиперболе значительно ниже по сравнению с 
экспонентой. Подобные тенденции позволяют использовать экспоненту 
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для прогнозирования трудозатрат на 1  год,  в то время как гиперболиче-
ская функция применима для заблаговременности 1–3 года. 

Помимо задачи параметрического программирования для того же 
предприятия решена задача линейного программирования с интерваль-
ными параметрами. В этом случае для количества решений 50 с использо-
ванием метода статистических испытаний верхние и нижние оценки це-
левой функции составили 233 750 и 137 461 чел.-ч. Таким образом, размах  
критерия оптимальности при решении задачи с интервальными парамет-
рами в 1,7  и 1,24  раза превысил такой же показатель получения опти-
мальных планов для модели параметрического программирования с ги-
перболической и экспоненциальной функцией. 

В заключение отметим, что в работе на основе особенностей измене-
ния трудозатрат на производство сельскохозяйственной продукции для 
предприятий различного уровня агрегирования  предлагаются нелиней-
ные модели прогнозирования (экспонента и гипербола) с учетом верхних 
и нижних усредненных оценок. Согласно анализу качества моделей  
предпочтительнее гиперболические функции, отличающиеся меньшими 
интервальными значениями, адекватностью отражения эмпирических 
данных, способностью к большей заблаговременности прогнозирования. 
Между тем возможности использования той или иной функции обуслов-
лены особенностями производства основных видов аграрной продукции 
на предприятии или в рамках групп предприятий. 

Предложенная методика оценки затрат  труда на производство аграр-
ной продукции для малых, средних и крупных предприятий с помощью 
нелинейных моделей с верхними и нижними оценками позволяет для оп-
тимизации трудовых ресурсов использовать задачу параметрического 
программирования. Пример такой модели минимизации трудовых ресур-
сов приведен для одного из средних предприятий Иркутской области с 
применением гиперболической и экспоненциальной зависимости. Полу-
ченные результаты  показывают возможность планирования предприяти-
ем производства аграрной продукции на основе прогнозов трудозатрат и 
преимущество модели параметрического программирования  по сравне-
нию с моделью с интервальными параметрами. При этом показаны резер-
вы улучшения использования трудовых ресурсов. 
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The article analyzes the variability of labor costs for agrarian production 
and proposes nonlinear models for their description with provision for upper 
and lower estimates. An exponent and a hyperbola, which characterize the 
tendency of decrease in labor costs, are used as functions. The method of 
describing labor costs according to the main types of agricultural products 
in the form of nonlinear trends makes it possible to use parametric pro-
gramming problems for optimizing labor resources. The proposed models 
for minimizing labor costs of agrarian production have been implemented at 
a medium-sized enterprise of Irkutsk Oblast. The results of modeling based 
on the predicted data have shown the possibilities of more efficient use of 
labor resources. The reduction of labor costs for the main production of the 
enterprises of this type is at least 5%. 
Keywords: parametric linear programming; nonlinear model; labor costs; 
extreme estimates; agricultural enterprise. 
 
 
 




