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 В статье, используя функцию гибкой структуры, исследуется  воз-

можность решения линейных краевых задач дифференциальных  уравне-
ний с функциональными запаздываниями неопределенного типа.  
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Введение  

В работе [3] задача Коши для всех дифференциальных уравнений с 
отклоняющимся аргументом запаздывающего типа с помощью функции 
гибкой структуры [1] – [2] преобразуется к разрешающему интегральному 
уравнению типа Вольтерра с обыкновенным аргументом.  

Так как функция гибкой структуры содержит начальные условия, то 
ее применение к решению краевых задач напрямую невозможно. Поэтому 
в работе [4] получена другая модификация функции гибкой структуры 
для решения краевых задач.  

В работе исследуем возможность преобразований линейной краевой 
задачи для одного вида  дифференциальных уравнений с запаздывающим 
аргументом неопределенного типа. Неопределенность в определении типа 
уравнения возникает при отсутствии в уравнениях функции и ее произ-
водных от аргумента  x . 

 
Постановка задачи и ее решение 

     Выпишем общий вид одного класса уравнений неопределенного типа с 
запаздывающим аргументом 
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     Определим начальные функции и линейные краевые условия  



ВЕСТНИК БГУ. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА 2017/3

 

 74 

 
0

( ) ( ) ( )
0( ( )) ( ) ( ( )), 0, 1, ,i i i

j j xy u x y x u x i n x Ej= = - Î      (2) 
1

( ) ( )
0 1

0
[ ( ) ( )] ,

n
i i

i i
i

y x y xt t ta b g
-

=

+ =å  t= 1,0 -n , 0 1a x x b£ < £ ,    (3) 

где 
0xE = U

l

j

j
xE

0
0

=

, j
xE

0
 — множество точек, для которых соответствующие 

0( )ju x x£   при  0x x³   lj ,1=" , а [ ]
0

0
0,xE a x= . 

Предполагая,  что решение задачи (1),  (2),  (3)  существует и единст-
венно, будем искать ее решение на отрезке [ ]bxx ,0Î , применив для 
преобразований новую  модификацию функции гибкой структуры  [4] 
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где  1 20, 0, 1, 0 0, 1, ( , , , )n i ni n j l i n D D r r rd d= = = = " = - = K  — 

определитель Вандермонда, составленный из неопределенных параметров 
nrrr ,,, 21 K , которые определяются в ходе решения задачи исходя из оп-

тимальности ее решения, определители nstxs ,1),( =-D  получаются из 
определителя D заменой s-й строки строкой 

)(exp,),(exp),(exp 21 txrtxrtxr n --- K , )(xm  — новая неизвестная 
функция и w  — главный определитель системы, полученной при оты-
скании начальных значений с использованием краевых условий  

1 ( )
1 1 0det ( ) ,i

i i iD x xt tw a b -
+é ù= + D -ë û  , 0, 1i nt = - ,            (5) 

а  itw  —  алгебраические дополнения к элементам главного определите-
ля.   
     Обозначим через  jc  наименьшие из корней уравнений 0( )ju x x=  на 

отрезке [ ]bxx ,0Î ,  если же таковых нет,  то полагаем соответствующие 
.jc b=    

При построении разрешающего уравнения поставленной краевой зада-
чи с помощью новой модификации функции гибкой структуры и ее про-
изводных (4), как и для уравнений запаздывающего типа [5], могут воз-
никнуть три возможных ситуации:   



Г. А. Шишкин. Линейные краевые задачи дифференциальных уравнений неопре-
деленного типа 
 

 75 

1. 0 1 0, ;jx x c j l< £ " =  2. 0 1 0, ;jx c x j l< £ " =  3. 1x  таково, что lj ,0=$ , 

что  для некоторых выполняется условие 1., для других 2.  
Первый случай наиболее простой, напрямую сводящийся к решению 

задачи Коши.  
Во втором и третьем случаях подставим функцию гибкой структуры и 

ее производные (4)  в уравнение (1).  Затем перенесем известные выраже-
ния в правую часть уравнения, проведем преобразования выражений под 
знаками интегралов, содержащих неизвестную функцию  ( )xm .  Заменив 
переменную h  на t получим разрешающее интегральное уравнение сме-
шанного типа Вольтерра-Фредгольма с запаздывающим  аргументом  
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где для ядер ( , )jG x t , ( , )jH x t и свободной функции F( )x получены оп-
ределенные формулы. Уравнение (6) легко преобразуется к уравнению с 
обыкновенным аргументом, если ввести новую переменную  ( ).lz u x=  

Тогда 1(z)lx u-= , где 1( )lu z-  — обратная функция для функции )( xu l .  

     Далее, поделив разрешающее уравнение  (6) на  (x) 0n
lu¢ ¹ , введем но-

вые обозначения для известных функций и ядер 
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получим интегральное уравнение с обыкновенным аргументом 
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Пример. 
Найти решение краевой задачи для уравнения первого порядка неопреде-
ленного типа  

'( ) (sin ) sin ,
2 8
xy y x xp
- = -  

0
( ) ( ) (sin ) (0), ,

2 x
xy x y y x y на E= = =  

(0) ( ) 1.
4
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Решение: 
Начальное множество состоит из одной точки [ ]

0
0xE = . Выпишем но-

вую  модификацию функции гибкой структуры (4) для данной задачи  при 
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0,i = 0j =  и, предварительно вычислив выражения для w  и 00w  по фор-
мулам (5),  найдем выражение  функции гибкой структуры для решения 
данной задачи 
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С целью сокращения объема выкладок положим 0,r =  тогда выражения 
функции гибкой структуры упростятся  
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 Подставив найденные выражения (sin )y x  и '( )
2
xy ,  в исходное уравне-

ние получим разрешающее уравнение  
sin4

0 0

( ) ( ) 2 ( ) 1 2sin .
2 4

xx t dt t dt x
p

p
m m m+ - = + -ò ò  

Затем, произведя замену переменной  , 2
2
x z x z= = , получим разре-

шающее интегральное уравнение с обыкновенным аргументом 
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с  решением  ( ) 1.zm =  
  Подставив это значение ( ) 1zm =  в выражение функции гибкой 

структуры, полученное для данной краевой задачи, найдем решение пер-

воначально поставленной задачи. Ответ: 
1( ) .
2 8

y x xp
= - +    Нетрудно 

проверить, что условия краевой задачи выполняются.  

 
Заключение 

     В журнальной литературе имеются работы, которые затрагивают мно-
гие вопросы решения дифференциальных уравнений с отклоняющимся 
аргументом, но мало работ, которые бы решали проблему преобразования 
краевых задач для таких уравнений к разрешающим уравнениям с обык-
новенным аргументом.  В статье исследованы возможности построения 
модели с обыкновенным аргументом для краевой задачи одного вида  
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дифференциальных  уравнений неопределенного типа. Для всех уравне-
ний запаздывающего типа с помощью функции гибкой структуры этот 
вопрос решен положительно [5]. Для уравнений нейтрального и опере-
жающего типов такое преобразование возможно только для некоторых 
классов уравнений. Полученные аналитические выражения модели на-
чальной задачи дают возможность оптимизировать нахождение ее точно-
го или приближенного решений за счет оптимального выбора параметров 
функции гибкой структуры и разработать программу решения поставлен-
ных задач на ЭВМ. Этому и будут посвящены дальнейшие исследования 
и разработки программ.   
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