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В работе рассматривается краевая задача для нагруженного параболи-

ческого уравнения с дробной производной Римана — Лиувилля с прямым 
и обратным ходом времени в прямоугольной области. Доказана одно-
значная разрешимость поставленной задачи в классе функций, удовлетво-
ряющих условию Гёльдера. Вопрос разрешимости задачи редуцируется к 
вопросу разрешимости обобщенного уравнения Абеля, и, соответственно, 
разрешимости сингулярного интегрального уравнения. 
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Введение 
Параболические уравнения с меняющимся направлением времени ста-

ли предметом исследований в теории уравнений смешанного типа доста-
точно давно. 

Первыми работами, посвященными параболическим уравнениям с ме-
няющимся направлением эволюции, были работы М. Жевре (см., напри-
мер, [1]). 

Краевые задачи для уравнений смешанно-параболического типа рас-
смотрены в работах А. А. Керефова [2, 3], В. В. Кислова [4], 
А. М. Нахушева [5, с. 49], С. В. Попова [6], С. А. Терсенова [7] и других 
авторов. 
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В монографии А. М. Нахушева [8] исследованы нагруженные диффе-
ренциальные уравнения с частными производными дробного порядка, в 
том числе применение нагруженных уравнений, как метода исследования 
задач математической биологии, математической физики, математическо-
го моделирования нелокальных процессов и явлений, механики сплош-
ных сред с памятью. 

Смешанные краевые задачи для нагруженного диффузионно-
волнового уравнения дробного порядка, содержащего след от искомого 
решения, были объектом исследования в работах [9, 10]. 

В настоящей работе рассматривается задача Жевре для нагруженного 
уравнения дробной диффузии с прямым и обратным ходом времени в 
прямоугольной области. 

 
1. Постановка задачи 

Рассмотрим уравнение 
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где constl = , 0 1a< < , stDn  – оператор дробного дифференцирования 
Римана – Лиувилля порядка n  [11, с. 28]. 

Пусть AB+ -W = W ÈW È , где {( , ) :x y+W =  0 ,x r< <  }0 y h< < , 

{( , ) :x y-W =  0r x- < < , }0 y h< < , {(0, ) :AB y=  }0 y h< < . 
Решение ( , )u x y  уравнения (1) назовем регулярным в W , если оно не-

прерывно вместе с производными xu , 0 yD ua  и удовлетворяет условию 
Гёльдера по совокупности переменных x  и y  с показателем l b> , 

/ 2b a= . 
Задача G. Найти регулярное решение уравнения (1): 
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удовлетворяющее в областях +W , -W , начальным условиям 
1

0 10
lim ( , ) ( )yy

D u x y xa j- +

®
= ,   0 x r< < , (2) 

1
2lim ( , ) ( )hyy h

D u x y xa j- -

®
= ,   0r x- < < ,   (3) 

краевым условиям 
1( , ) ( ), 0 ,u r y y y hy+ = £ £   (4) 

2( , ) ( ), 0 ,u r y y y hy- - = £ £   (5) 
и условиям сопряжения 

(0, ) (0, ), (0, ) (0, ), 0x xu y u y u y u y y h+ - + -= = < < . 
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Здесь 1y ua- , xxu , ( )Cyu Î W ; функции ( , )u x y , ,( )xu x y , [ )1( ) C 0,x rj Î , 

( ]2 ( ) C ,0x rj Î - , 1( ) C[0, ]y hy Î , 2 ( ) C[0, ]y hy Î  – заданные функции. 
Единственность задачи следует из принципа экстремума для оператора 

дробного дифференцирования [12, с. 104]. 
Исследуем вопрос существования решения задачи G. 
Пусть существует решение ( , )u x y  задачи G и  

( ) (0, )y u yt = , (6) 
(0, ) ( )xu y yn= , (7) 

] ] [ ] ( ) ] ] [ ]1( ) C 0, C 0, , C 0, L 0,y h h y h ht nÎ Ç Î Ç . 
Воспользовавшись представлением решения смешанной задачи для 

нагруженного диффузионно-волнового уравнения с дробной производной  
Римана – Лиувилля [9], получим представление решения уравнения (1) в 
области +W , удовлетворяющее условиям (2), (4), (6), (7), в виде 
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где 1,
1, ( )e zb
b  — функция типа Райта [13, с. 23]. 

При 0x®  для функции ( ) (0, )y u tt =  получим интегральное уравне-
ние  
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с ядром  
1

1 1( ), ) )( ( ,K y y k ybh h h-= - , 

1,
1 1,

0

| |,
(

(
)

)
r

k y e d
y

b
b b

x
h x

h
æ ö

= - -ç ÷-è ø
ò , 

и правой частью  

( )1 1
0 0

(0, ,0, ) ( ) (0, , ) ( ),0
y r

F y G y d G y dh n h h x j x x+ += - + -ò ò  

1
0

( , , , ) ( ) .
y
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Нетрудно видеть, что в области -W  искомое решение уравнения (1), 
удовлетворяющее условиям (3), (5)–(7), допускает представление  
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где ( , , , ) ( , , , )G x y G x h y hx h x h- += - - - - . 
Из (10) при 0x ®  получим интегральное уравнение 
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При 0x®  из (8) и (10), принимая во внимание, что (0, ) (0, )u y u y+ -= , 
получим  
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Таким образом, вопрос существования задачи G эквивалентно редуци-
рован к вопросу существования системы интегральных уравнений (9), 
(11) и (12).  

Пусть 1 ,( )H y h  — резольвента ядра 1 ,( )K y h , а 2 ,( )H y h  — резольвента 
ядра (0, ,0, )xG y h- . Тогда единственные решения уравнений Вольтерра (9) 
и (11) представимы в виде  
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В силу (13) и (14) из равенства (12) получим обобщенное уравнение 
Абеля, которое можно редуцировать к сингулярному интегральному 
уравнению нормального типа. 

Итак, единственное решение задачи G определяется с помощью (13) и 
(14). 

 
Заключение 

Итак, в работе исследован вопрос однозначной разрешимости задачи 
Жевре для нагруженного уравнения диффузии дробного порядка с пря-
мым и обратным ходом времени в ограниченной области в классе функ-
ций, удовлетворяющих условию Гёльдера. Воспользовавшись представ-
лением решения смешанной краевой задачи для нагруженного диффузи-
онно-волнового с дробной производной Римана — Лиувилля, вопрос 
разрешимости поставленной задачи редуцируется к вопросу 
разрешимости обобщенного уравнения Абеля. 
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BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR THE LOADED EQUATION OF 
FRACTIONAL ORDER WITH FORWARD AND BACKWARD TIME 
STEPPING 
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The article considers a boundary value problem for the loaded parabolic 

equation involving the Riemann – Liouville derivative with forward and back-
ward  time  stepping  in  a  rectangular  domain.  It  is  proved  that  the  problem  is  
uniquely solvable for the class of functions satisfying the Holder condition. The 
issue on the solvability of the problem can be reduced to the solvability of the 
generalized Abel equation, and therefore to the solvability of the singular inte-
gral equation. 

Keywords: mixed parabolic equation; the Gevrey problem; loaded equation; 
the Riemann-Liouville fractional integral operator; fractional diffusion equa-
tion; the Volterra integral equation; the Wright-type function, the Abel equa-
tion, the Holder condition. 

 




