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В данной работе рассматриваются кубатурные формулы общего вида, в 

которые входят значения функции и ее производных, приводится общее 
представление финитных функционалов этих формул. 
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пространство Соболева; приближенное интегрирование; обобщенная 
функция; формула Тейлора; гармонический оператор; численное интег-
рирование. 

Введение 
В работах С.Л. Соболева был установлен общий вид функционала по-

грешности в гильбертовом пространстве. В дальнейшем обобщены его 
учениками Ц.Б. Шойнжуровым, В.И. Половинкиным, М.Д. Рамазановым, 
В.Л. Васкевичем и др., на другие функциональные пространства.  

В.И. Половинкин в своих работах исследовал общий вид как произ-
вольных, так и финитных функционалов погрешности в пространстве 

( )m
p nL E  [3]. 
В данной работе рассматривается общий вид финитного функционала 

погрешности в пространстве С.Л. Соболева ( )m
p nL E с естественной нормой  
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В отличие от работ В.И. Половинкина [2], [3], используется другой 
подход. 
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1. Постановка задачи 
Введем обозначения.  Пусть ),...,2,1( nxxxx  — точка n-мерного про-

странства En, ),...,2,1( ngggg =  — n-мерный целочисленный вектор, 

),...,2,1( naaaa =  — мультииндекс, ,
1

å
=

=
n

i
iaa  ),...2,1()( nxxxx jj =  — 

функция, определенная на En, 
n

nxxx

nxxx
xD aaa

j
a

ja

¶¶¶

¶
=

...2
2

1
1

),...,2,1(
)(  — ее частные 

производные порядка a , r  — наивысший порядок старших производ-

ных ),(xD ja  W  — ограниченная область в En с кусочно-гладкой грани-

цей G=G(W), 
ïþ
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ïî

ï
í
ì

£å
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=<£Î= m
n
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iniminEmB

1
,,...,2,1,0, ggg  — ньютонов-

ская система узлов, B1 — множество индексов a значений функций и ее 
производных порядка не выше r. )(gjaD  — совокупность значений 
функций и ее производных в одной точке. 

Кубатурная формула общего вида с ньютоновской системой узлов для 
области W  задается приближенным равенством [4] 
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и функционал погрешности формулы (1) определяется равенством 
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Известно, [1] что при p
nmSиnpm -<£> 0  частная производная 

)(xSD j  непрерывна при 1--= ú
û

ù
ê
ë

é
p
nmr , пространство )( nEm

pL  вложено 

в пространство непрерывных дифференцируемых функций )( nECr .  

Условие вложения )( nEm
pL  в )( nECr  имеет вид 

r£>- SиnSmp )( .      (4) 
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2. Основные результаты 
Отметим, что доказательства лемм проводятся по схеме работы 

Шойнжурова Ц.Б.  [6].  Однако свертка )(*)( xlxGD W
a   в функционале 

общего вида имеет более высокую особенность в узлах g [5]. 
Лемма. Пусть npmSnSmpppp >£>-=¢+¥<< ,,)(,111,1 r  и 

m
pLx ¢Î)(0j . Тогда полигармонический оператор mD  переводит функцию 

)(0 xj  в обобщенную функцию *)()1()(0
m
pLxlmxm ÎW-=D j  и выражение  

ò å
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nE
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a
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представляет собой ограниченный линейный функционал над простран-
ством m

pL . 

Доказательство.  
Пусть )()( xhиm

pLx jj Î"  — средняя функция для нее. Рассмотрим 

выражение [5] 
dxxhDxD

nE m
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!)(),( jaja

a
aj ò å

=
=W .   (6) 

Интегрируя по частям выражение в правой части, получим 

( ) ! 2( ), ( ) 1 ( ) ( )
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Левая часть имеет предел, при h ® 0  равный )(),( xxl jW , следова-

тельно, правая часть также имеет предел и dx

nE
(x)(x)Ωlò j  существует для 

m
pLx Î)(j .  Из равенств (6),  (7)  при h ® 0  следует представление функ-

ционала 

ò å
=
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dxxDxD
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mxxl )()(0!
!)(),( jaja

a
aj  .  (8) 

Равенство (5) доказано.  
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Применяя неравенство Гельдера, имеем 

!( ), ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
0 0!

ml x x D x D x dx x x mm LLmE ppn

a aj j j j j
aa

å= £ò
W

= ¢

 (9) 

Из (9) следует его ограниченность. Линейность функционала )(xlW  
очевидна. Следовательно, )(xlW  — ограниченный линейный функционал. 

Лемма доказана. 
Из равенства (7) имеем  

m
pLx

nE
dxxxldxxx

nE

mm Î"ò W=ò D- )()()()()(0)1( jjjj . 

то есть  )()1()(0 xlmxm
W-=D j , решение которого записывается в виде 

свертки правой части с фундаментальным решением )(xG  

полигармонического уравнения )()1()( xmxGm d-=D  [6]. 
Теорема. Пусть )(,)(, xlиSnSmpnpm W£>-> r  — произволь-

ный финитный функционал общего вида из m
pL  и 0),( =W

axxl  при 

m<a , тогда существует единственная функция 
m
pLxmPxlxGxu ¢Î-+W= )(1)(*)()(  определенная с точностью до произ-

вольного многочлена )(1 xmP -  степени (m-1) и удовлетворяющая уравне-
нию 

)()1()( xlmxum
W-=D     (10) 

и функционал общего вида имеет следующее представление 
m
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Доказательство. Производная порядка Sm +  от G(x) удовлетворяет 
следующим оценкам [1, стр. 678]. 
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Покажем, что m
pLxu ¢Î)( .  Для этого следующий интеграл разобьем на 

два интеграла 
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Рассмотрим интеграл 
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p
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При n – нечетном или n – четном и 0)(2 <+-- Smnm , из оценок (12) 
получим 

( )
1(2 ( ))

.
1 1 1

m n S p
pm n m S p

I C x dx C x dx
x R x R

- -

-¢- - +
£ =ò ò

£ £

  (15) 

Переходя к полярным координатам в (15)  и учитывая условия вложе-
ния nSmp >- )( , имеем 
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Пусть n –  четное и 0)(2 >+-- Smnm . Тогда при m=a ,  в силу 

оценок (12), имеем xSmnmxCxG
Sm

D ln)(2
1)( +--£

+
.  Далее, учи-
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Если 0)(2 =+-- Smnm  и n – четное, то 
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Из оценок (16)–(18) следует, что ¥<1I . 
Теперь рассмотрим второй интеграл 2I . Поведение функции  

ò W-
+

=W
+ dyylyxG

Sm
DxlxGSmD )()()(*)(  

удобно исследовать, используя разложение производных от 

)( yxGSmD -+  в ряд Тейлора в окрестности нуля по степеням y с оста-
точным членом при yx ¹ и Rx >  



Н. Б. Цыренжапов, А. В. Урбаханов. Общий вид финитных функционалов по-
грешности эрмитовых кубатурных формул в пространстве Соболева ( )m

p nL E  

 

 39 

( )( ) ( ) ( , ).
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Тогда имеем 

( ) * ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( , ) ( ) .

!
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В первом слагаемом, стоящем справа в (20), все интегралы обращают-

ся в нуль в силу 0),( =W
axxl  при m<a . Оценим остаточный член. 

Остаточный член разложения удовлетворяет оценке [1, стр. 528]  

Snyx

CxyR
+-

£),( ,     (21) 

11

2 ( )

1

1 1
.

1
1 1

p
nr

C dx C dr
n S p n SRx R x

pr

C dr C
p S n p S nR

p pr r
R

I

æ ö
¢ ç ÷

ç ÷-¥ç ÷£ = =ò ò ç ÷+ +ç ÷>
ç ÷ç ÷-è ø

¥æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷
ç ÷ ç ÷¥ç ÷ ç ÷= = < ¥ò ç ÷ ç ÷+ +ç ÷ ç ÷+ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷- -è ø è ø

  (22) 

Таким образом, интеграл  

¥<
¢

Wò å
=

dx
p

xlxGD

nE m

m )(*)(!
! a

a
a
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Следовательно, m
pLxmPxlxGxu ¢Î-+W= )(1)(*)()( .  

Легко проверить, что )(*)( xlxG W  является решением уравнения (10) 
В силу теоремы о плотности множества финитных функций в пространст-
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ве ( )nEm
pL , все решения однородного уравнения 0=D um  являются мно-

гочленами из 1-mP  [1]. 

Общее решение уравнения (10) в пространстве ( )nEm
pL  имеет вид 

)(1)(*)()( xmPxlxGxu -+W= . 
Доказательство теоремы следует из общего решения уравнения (10)  и 

неравенств (16), (17), (18) и (22) и доказательства леммы. 
Таким образом, общий вид функционала погрешности )(xlW  имеет вид 
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Следовательно, 
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Теорема доказана. 
Заключение 

Используя функционально-аналитический поход, получили общий вид 
финитных функционалов погрешности кубатурных формул общего вида в 
пространстве Соболева ( )m

p nL E . Полученное неравенство (23) использует-
ся при оценке сверху нормы функционала погрешности. 
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