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В работе рассматривается оператор Релея–Ритца, определенный на множестве 
пар измеримых функций и равный отношению их модулей, если знаменатель 
отличен от нуля, и ноль — в противном случае. Исследуется вопрос непре-
рывности этого оператора относительно сходимости по мере. Показано, что 
для сходимости значения оператора на последовательности пар к значению на 
предельной паре функций необходима не только сходимость по мере его ар-
гументов, но и сходимость по мере носителей второго аргумента к носителю 
его предела.  
Ключевые слова: мера; s -алгебра; сходимость по мере; топология; оператор 
Релея–Ритца; носитель функции; метрика; характеристическая функция. 

 
Введение 

Каждая область современной математики, как правило, содержит свои 
ведущие проблемы, которые настолько трудны, что их полное решение 
даже и не ожидается, но которые стимулируют постоянный поток работ и 
служат главными вехами на пути прогресса в этой области. В качествен-
ной теории дифференциальной реализации такой проблемой является 
проблема классификации непрерывных систем [1], рассматриваемых так, 
как если бы они точно совпадали с решениями идеализированных диффе-
ренциальных моделей. Одним из эффективных методов решения этой за-
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дачи заключается в построении оператора Релея-Ритца [2-4], поведение 
которого на множестве пар «траектория, управление» характеризует на-
личие означенной модели. В данном контексте особую роль приобретает 
свойство непрерывности (см.  замечание 3 [3],  а также теорему 3 [4]) про-
ективизации оператора Релея-Ритца, основанное на критериях сходимо-
сти по мере [5, 6], чему и посвящена данная работа.  

 
1. Постановка задачи 

Будем придерживаться терминологии и обозначений из [5, 6]. Пусть 
),,( mSX  — измеримое пространство, т.е. X  — произвольное множест-

во, S  — s -алгебра на X  с  единицей X  и m  — s -аддитивная мера на 
S . Кроме того, всюду в дальнейшем будем считать, что мера m  полна и, 
для простоты, конечна, т.е. ¥<)(Xm  (хотя все полученные результаты 
легко переносятся и на случай s -конечной меры). Обозначим через 

),,( mSXSS =  — множество всех вещественных измеримых (более точ-
но, m -измеримых) функций, заданных на X  и почти всюду конечных. 
При этом, как обычно, функции, совпадающие почти всюду, отождеств-
ляются.  

Определим оператор SSS ®´:Y , который будем называть опера-
тором Релея–Ритца, следующим образом: 

ïî

ï
í
ì

=

¹
=

,0)(,0

,0)(,
|)(|
|)(|

))(,(
xgесли

xgесли
xg
xf

xgfY                                    (1) 

для всех Sgf Î, , XxÎ . 
На пространстве S  будем рассматривать топологию, порождаемую 

сходимостью по мере.  Хорошо известно [5,  с.  64,  теорема 14],  что (при 
¥<)(Xm ) эта топология порождается следующей метрикой на S : 

ò -+
-

=
X

dx
xgxf

xgxfgf ,
|)()(|1

|)()(|),(r                                                       (2) 

при Sgf Î, .  
Основная задача, которая исследуется  в данной работе, состоит в сле-

дующем. 
 Пусть заданы две последовательности KK ,,,1 nff ,   KK ,,,1 ngg и 

функции f , g  из S  такие, что 0),( ®ffnr , 0),( ®ggnr  при 
¥®n .  

Верно ли, что 0)),(),,(( ®gfgf nn YYr , при ¥®n  и если нет, то 
при каких условиях это верно?  
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2. Основные теоремы 
Сначала рассмотрим более простой оператор : ,S Sy ®  определяемый 

следующим образом: 

ïî

ï
í
ì

=

¹
=

,0)(,0

,0)(,
|)(|

1
))((

xgесли

xgесли
xgxgy                           (3) 

для всех Sg Î , XxÎ .  
В [6] показано (с. 54, следствие 12.1), что если функции g , ng  при 

K,2,1=n  не обращаются в нуль на X  и 0),( ®ggnr  при  ¥®n , то 
0))(),(( ®ggn yyr  при ¥®n .  

В дальнейшем, для любой функции Sg Î , будем обозначать   
}0)(|{supp ¹Î= xgXxg  

ее носитель (определяемый с точностью до множества меры нуль).  
Таким образом получаем, что для оператора y  основная задача дан-

ной работы решается положительно, но при дополнительном условии: 
Xg =supp ,   Xgn =supp , при K,2,1=n  . 

Оказалось, что в общем случае это не верно, как будет видно из приво-
димой ниже теоремы.  

Для того, чтобы сформулировать эту теорему, введем на S  следую-
щую метрику ([5], с. 66): 

),(),( BABA ccrrm = ;   

SÎBA, , где Ac  и Bc  — характеристические функции множеств A  и 
B , соответственно (при этом множества такие, что )(modmBA =  ото-
ждествляются). Используя формулу (2), нетрудно показать, что 

)(
2
1),( BABA Dmrm = , где )\()\( ABBABA U=D  — симметричная 

разность множеств A  и B . 
Кроме того, при доказательстве теоремы будем пользоваться, наряду с 

определением сходимости по мере как сходимости по метрике r , также и 
стандартным определением ([5], с. 57), т.е. последовательность Sgn Î  
( NnÎ )  сходится по мере к  Sg Î  на X  (обозначение — )(mggn ®  
при ¥®n ), если для любого 0>e   

0})|)()(||({ ®>-Î em xgxgXx n  при  ¥®n . 
Теорема 1. Пусть Sgg n Î, , K,2,1=n  такие, что 0),( ®ggnr  при  

¥®n . Для того, чтобы 0))(),(( ®ggn yyr  при ,n®¥  необходимо и 
достаточно, чтобы  
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0)supp,(supp ®ggnmr  при ¥®n .                            (4)     

Доказательство. Пусть )(mggn ® . Так как для оператора y  опре-
деляемого формулой (2), |)(|)( gg yy =  , то без ограничения общности 
можно считать, что функции Sgg n Î,  неотрицательные. Обозначим 

|)()(|1
|)()(|)(

xgxg
xgxgx

n

n
n -+

-
=l . Тогда по условию теоремы  

0)(),( ®= ò
X

nn dxxgg lr  при ¥®n . 

Положим  
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Тогда ò=
X

nn dxxgg )())(),(( jyyr  и нужно показать, что 

0))(),(( ®ggn yyr  при ¥®n  тогда и только тогда, когда 

0)supp(supp
2
1)supp,(supp ®= gggg nn Dmrm  при ¥®n . 

Так как множества nA , nB , nC  и nD  образуют разбиение множества 
X , а функции nj  неотрицательные, то для этого необходимо и достаточ-

но, чтобы все интегралы ò
nA

n dxx)(j , ò
nB

n dxx)(j  и ò
nC

n dxx)(j  сходились к 

нулю при ¥®n . 
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Покажем, что ò
nA

n dxx)(j  сходится к нулю при ,n®¥  немного моди-

фицируя доказательство теоремы 12.3 и следствия 12.1 из [6, с. 52–53].  

Обозначим 1,1 Rn
n

Kn Íúû
ù

êë
é= . Так как KÌÌ 21 KK  и 

),0(
1

¥=
¥

=
n

n
KU , то для )(1

nn KgE -=  получаем KÍÍ 21 EE  и 

gUEn
n

supp
1

==
¥

=
U . 

По теореме о непрерывности меры, для любого 0>g , можно подоб-

рать r  так, чтобы для rEUM \=  выполнялось неравенство 
2

)( g
m <M . 

Обозначим úû
ù

êë
é +=¢

r
r

r
K 1,

2
1

. Тогда в силу равномерной непрерывно-

сти функции 
t
1

  на K ¢  для любого 0>e  найдется 0>d  такое, что для 

любых Ktt ¢Î21,  таких, что d<- || 21 tt  выполняется неравенство 

e<-
21

11
tt

 (можно взять 24r
e

d = ). 

Рассмотрим множества  

}}.,
2
1min{|)()(||{ d
r

xgxgXxG nn ³-Î=  

Так как )(mggn ® , то найдется 0n  такое, что 
2

)( g
m <nG  для всех 

0nn ³  и, следовательно, gmmm <+£ )()()( nn GMGM U  и тем более  
gm <))(( nn GMA UI . 

Далее заметим, что если \ ( ),n nx A M GÎ U  то: 
а) rExÎ , поэтому KKxg r ¢ÍÎ)( ; 

б) так как nGxÏ , то 
rr

xgxgn 2
1},

2
1min{|)()(| £<- d , поэтому 

r
r

r
xgxg

r
xg

rrr n 2
1

2
1)()(

2
1)(

2
11

2
1

+£+<<-£-= , следовательно 

Kxgn ¢Î)( ; 
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в) опять, так как dd £<- },
2
1min{|)()(|
r

xgxgn  и Kxgxgn ¢Î)(),( , 

то e<-
)(

1
)(

1
xgxgn

. 

Но тогда, для )(\ nn GMAx UÎ , получаем 

ej <-£
-+

-
=

)(
1

)(
1

)(
1

)(
11

)(
1

)(
1

)(
xgxg

xgxg

xgxg
x

n

n

n
n . 

Окончательно получаем  
+£+= òòò ))(()()()(

)(\)(
nn

GMA
n

GMA
n

A
n GMAdxxdxxdxx

nnnnn

UI

UUI

mjjj  

0)())(\( ®+£+ XGMA nn emgem U  при ¥®n . 
Далее заметим, что  

== ))(supp\)((supp))(supp\)((supp xgxgxgxgCB nnnn UU  
)(supp)(supp xgxgn D= . 

Поэтому, если выполняется условие (4), то  
0)supp,(supp2)()()()( ®=+£+ òò ggCBdxxdxx nnn

C
n

B
n

nn

mrmmjj п

ри ¥®n , то есть условие (4) достаточно для сходимости 
))(),(( ggn yyr  к нулю. 

Покажем необходимость условия (4). Пусть 0))(),(( ®ggn yyr  при 
¥®n .   

Для интегралов ò
nB

n dxx)(j  и ò
nC

n dxx)(j  заметим, что верны следующие 

равенства: 
1) если nBxÎ , то 

;1
|)(|1

|)(|
|)(|1

1
|)(|1

|)(|

)(
11

)(
1

)()( =
+

+
+

=
+

+
+

=+
xg
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xgxg

xg

xg

xg
xx
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n

nn

n
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n
nn lj

2) если nCxÎ , то  
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.1
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)(
1

)()( =
+

+
+

=
+

+
+

=+
xg

xg
xgxg

xg

xg

xg
xx nn lj  

Поэтому òò +=
nn B

n
B

nn dxxdxxB )()()( ljm  и 

òò +=
nn C

n
C

nn dxxdxxC )()()( ljm . 

А так как 0),()( ®£ò ggdxx n
B

n
n

rl  и 0),()( ®£ò ggdxx n
C

n
n

rl  при 

,n®¥  если 0),( ®ggnr , то из сходимости к нулю интегралов 

ò
nB

n dxx)(j  и ò
nC

n dxx)(j  следует, что 0)( ®nBm  и 0)( ®nCm  при 

¥®n .  Но тогда и  0)(
2
1)supp,(supp ®= nnn CBgg Dmrm  при 

¥®n .  Теорема доказана.  
Следствие 1. Если 0)supp\( >gXm , то существует последователь-

ность )(mggn ®  такая, что )( ngy  не сходится к )(gy  по мере m . 
Доказательство. Достаточно взять  

ïî

ï
í
ì

=

¹
= .0)(если,1

,0)(если),(
)( xg

n

xgxg
xgn  

Тогда Xgn =supp  и 

0const)supp\(
2
1)supp,(supp >== gXggn mrm . 

Поэтому условие (4) не выполняется и, следовательно, )( ngy  не схо-
дится к )(gy  по мере m . 

Но при этом  0})|)()(||({ =>-Î em xgxgXx n  при 
e
1

>n  и, следо-

вательно, )(mggn ®  при  ¥®n . Следствие доказано. 
Замечание 1. Из теоремы 1 следует, что оператор SS ®:y  будет 

непрерывен относительно метрики  
)supp,(supp),(),(0 gfgfgf mrrr += . 

Рассмотрим теперь оператор Релея–Ритца : ,S S SY ´ ® определяемый 
формулой (1).  Для него верно следующее утверждение. 
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Теорема 2. Пусть Sggff nn Î,,, , K,2,1=n  такие, что 0),( ®ffnr  
и  0),( ®ggnr  при  ¥®n . Если, кроме того, выполняется условие (4), 
т.е  

0)supp,(supp ®ggnmr  при ¥®n , 

то 0)),(),,(( ®gfgf nn YYr  при ¥®n . 
Доказательство. Пусть )(mffn ®  и )(mggn ® .  Так же, как и для 

оператора y , то без ограничения общности можно считать, функции 
Sggff nn Î,,,  неотрицательные.  

Положим  
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Тогда ò=
X

nnn dxxgfgf )()),(),,(( jr YY  и нужно показать, что 

0)),(),,(( ®gfgf nn YYr  при ,n®¥  если 0)supp,(supp ®ggnmr . 

То, что ò ®
nA

n dxx 0)(j  доказывается так же,  как и в теореме 1,  с не-

большими модификациями.  
И так же, как в тереме 1, из условия (4) получаем, что   

0)supp,(supp2)()()()( ®=+£+ òò ggCBdxxdxx nnn
C

n
B

n
nn

mrmmjj  

при ¥®n . Теорема доказана.  
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Замечание 2. Очевидно, что условие (4) в общем случае уже не будет 
необходимым. Однако можно доказать его необходимость например если 

0consn|)(| >³xfn  для всех gx suppÎ . 
Замечание 3. Из теоремы 2 следует,  что оператор SSS ®´:Y  бу-

дет непрерывен относительно метрики на ,S S´  определяемой равенст-
вом 

)supp,(supp),(),()),(),,(( 111110 ggggffgfgf mrrrr ++= . 
 
 

Заключение 
В работе для оператора Релея–Ритца определенного на множестве пар 

измеримых функций и равного отношению их модулей, если знаменатель 
отличен от нуля,  и ноль — в противном случае,  исследуется вопрос не-
прерывности этого оператора относительно сходимости по мере. Показа-
но, что для сходимости значения оператора на последовательности пар к 
значению на предельной паре функций необходима не только сходимость 
по мере его аргументов, но и сходимость по мере носителей второго ар-
гумента к носителю его предела.  
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The work considers the Rayleigh–Ritz operator identified on the set of pairs of 
measurable functions that equals to the ratio of their modules if a denominator is 
different from zero, and zero otherwise. The issue of the continuity of this operator 
regarding the convergence in measure is studied. It is shown that for the conver-
gence of the value of operator on a sequence of pairs to the value on the limit pair 
of functions, it is necessary not only the convergence in measure of its arguments, 
but also the convergence in measure of the second argument to the carrier of its 
limit. 
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