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Аннотация. Для улучшения управления в классе нелинейных задач опти-
мального управления с терминальными ограничениями конструируется специ-
альная задача о неподвижной точке.  Для решения задачи о неподвижной точке
строится итерационный метод. Предлагаемый метод последовательных прибли-
жений с сохранением всех терминальных ограничений на каждой итерации не
использует трудоемкую операцию параметрического варьирования управлений,
характерную для градиентных методов.
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Введение
Задачи оптимизации управляемых систем с ограничениями часто воз-

никают в приложениях, в частности, при моделировании процессов в фи-
зике и механике, химии и биологии,  экономике и др.

Следует отметить, что основная масса методов решения задач опти-
мального управления системами обыкновенных дифференциальных урав-
нений ориентирована на задачу оптимального управления со свободным
правым концом (основная задача оптимального управления). В такой за-
даче управления присутствуют только поточечные ограничения на управ-
ления при отсутствии других дополнительных ограничений и единствен-
ный (целевой) функционал. В целом, теоретический и методологический
аппарат для решения таких задач достаточно хорошо разработан.

К решению задач оптимизации управления при наличии дополнитель-
ных ограничений часто применяется редукция к основной задаче опти-
мального управления на основе подхода штрафов, нагруженных функ-
ционалов и др. с последующим применением стандартных методов реше-
ния задач без ограгничений [4].  Недостатком такого подхода является
достаточно сложная структура возникающего целевого функционала.
Кроме того, итерационные процессы на основе подхода внешних штра-
фов, как правило, порождают последовательность недопустимых управ-
лений в исходной задаче с ограничениями, что не позволяет эффективно
решать задачу улучшения допустимого управления.

В работах В.  А.  Срочко [4]  и А.  С.  Булдаева [1]  строятся специализи-
рованные методы нелокального улучшения допустимого управления, сво-
бодные от операции варьирования для основной задачи оптимального
управления. Здесь нелокальность улучшения достигается за счет решения
специальных задач Коши и краевых задач улучшения. К решению по-
следних в [1] применяется подход возмущений.

В работе [2] для основной задачи оптимального конструируются спе-
циальные методы нелокального улучшения управлений. Специфика воз-
никающих задач улучшения позволила сформулировать их как задачи о
неподвижной точке оператора управления, для решения которой модифи-
цируются методы неподвижных точек [3].

В статье [5] проведено обобщение методов [2] обобщаются на нели-
нейные по состоянию задачи оптимального управления при наличии до-
полнительного терминального ограничения.

В данной статье для нелокального улучшения допустимых управлений
в системах с ограничениями конструируется новая процедура на основе
альтернативной формулы приращения. Задача улучшения также форму-
лируется как задача о неподвижной точке и предлагается метод ее реше-
ния.
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1 Постановка задачи
Рассматривается нелинейная по состоянию и линейная по управлению

задача оптимального управления с терминальным ограничением-
равенством

[ ]0 1( , ) ( , ),   ,  ,x A x t u b x t t T t t= + Î =&
0

0( ) ,x t x= ( ) ,   ,ru t U R t TÎ Ì Î (1)

( )0 1( ) ( ) ( , ), ( , ) min,
T

u x t d x t u g x t dtj é ùF = + + ®ë ûò          (2)

( )1 1( ) ( ) 0.u x tcF = =                                            (3)
Используются стандартные обозначения.

( )1 2( ), ( ),..., ( )nx x t x t x t=  — вектор состояния,

( )1 2( ), ( ),..., ( )ru u t u t u t=  — вектор управления,
интервал времени T фиксирован, начальное состояние 0 nx RÎ задано.

Функции ( , )A x t , ( , )b x t , ( , )d x t  и ( , )g x t  нелинейны и дифференци-
руемы по x и непрерывны по t  на множестве nR T´ ; функции ( )xj  и

( )xc  нелинейны и дифференцируемы по x ; rU RÌ — выпуклое ком-
пактное множество.

Множество доступных управлений:
{ }( ) : ( ) ,  .rV u PC T u t U t T= Î Î Î

Пусть v VÎ . Обозначим ( , ),x t v t TÎ  — решение задачи Коши (1) при
( )u v t= , t TÎ (соответствующая фазовая траектория).

Множество допустимых управлений
( ){ }1: ( , ) 0 .W u V x t uc= Î =

В силу линейности по u  задачи (1)–(3) функция Понтрягина принима-
ет вид:

0 1( , , , ) ( , , ) ( , , ), ,H p x u t H p x t H p x t u= +

где 0 ( , , ) , ( , ) ( , )H p x t p b x t g x t= - , 1( , , ) ( , ) ( , )TH p x t A x t p d x t= - .
Рассмотрим регулярный функционал Лагранжа:

0 1( , ) ( ) ( ),  .L u u u Rl l l= F + F Î

Пусть ( )0 ,u v  — пара доступных управлений в задаче (1)–(3).
Имеет место [2] следующая точная альтернативная формула прираще-

ния функционала Лагранжа:
0 0 0 0

1( , ) ( ( , , , ), ( , ), ), ( ) ( )v T
L u H p t v u x t u t v t u t dtl lD = - -ò ,         (4)
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где 0( , , , )p t v u l , t TÎ  — решение модифицированной дифференциально-
алгебраической сопряженной системы

( ), ( , ), ( ), ( ),xp H p x t v v t t r t= - -&               (5)

( )
( ) ( )

0 0

0

, ( , ), ( ), , ( , ) ( , ) ( ), ( , ) ( , )

, ( , ), ( ), , ( , ), ( ), ,

xH p x t v v t t x t u x t v r t x t u x t v

H p x t u v t t H p x t v v t t

- + - =

= -
    (6)

( ) ( )1 1 1( ) ( , ) ( , ) ,x xp t x t v x t v qj lc= - - -     (7)

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
0 0

1 1 1 1 1 1

0 0
1 1 1 1

( , ) ( , ) , ( , ) ( , ) , ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .

x xx t v x t v x t u x t v q x t u x t v

x t u x t v x t u x t v

j lc

j j l c c

+ - + - =

= - + -
(8)

Для управления 0u VÎ  и фиксированного параметра 0a >  образуем
вектор-функцию

( )0
1( , , ) ( ) ( , , ) ,  ,  ,  0,n n

Uu p x t P u t H p x t p R x Ra a a= + Î Î > t TÎ ,

где UP  — оператор проектирования на множество U  в евклидовой норме.
В этом случае известна [1, 4] оценка приращения функционала Ла-

гранжа
20 01( , ) ( , , ) ( )v T

L u u p x t u t dtal
a

D £ - -ò .                      (9)

Для управления 0u WÎ  поставим задачу найти управление v WÎ та-
кое, что

0
0 0( ) ( )v uF £ F .                                            (10)

Для решения задачи (10) можно решить [2] при некотором 0a >  сис-
тему функциональных уравнений

( )

0 0

1

( ) ( ( , , , ), ( , ), ), , ,
( , ) 0.

v t u p t v u x t u t t T R
x t v

a l l
c

= Î Î

=
   (11)

Нетрудно показать, что для решения (11) в силу (9) имеет место оценка
улучшения функционала 0F  ( v WÎ )

20 0
0

1( ) ( ) ( )v T
u v t u t dt

a
D F £ - -ò .                            (12)

Из оценки (12) следует, что, если управления 0u  и v не совпадают, то
обеспечивается строгое улучшение целевого функционала.
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2 Итерационный метод
Для решения системы (11) при фиксированном 0a >  предлагается

модификация метода простой итерации [5] при 0k ³ :

( )
1 0 0

1
1

( ) ( ( , , , ), ( , ), ), , ,

( , ) 0.

k k

k

v t u p t v u x t u t t T R

x t v

a l l

c

+

+

= Î Î

=
          (13)

Начальным приближением процесса (13) может служить доступное (не
обязательно допустимое) управление 0 .v VÎ  Главной особенностью пред-
лагаемого итерационного алгоритма является подбор параметра RlÎ  на
каждой итерации при 1k ³  для удовлетворения ограничения (3).
Предполагается, что такая возможность существует.

Особенностью алгоритма (13) является выполнение ограничения (3) на
каждой итерации процесса последовательных приближений управления.

Сходимость предлагаемого итерационного процесса регулируется вы-
бором параметра проектирования 0a >  и может быть обоснована на ос-
нове метода возмущений и принципа сжимающих отображений анало-
гично [2] при достаточно малых значениях 0a > .

Итерационный процесс (13) применяется до первого улучшения
управления 0 .u  Далее строится новая задача улучшения для полученного
управления и процесс повторяется. Критерием остановки итераций улуч-
шения управления является отсутствие строгого улучшения управления
по целевому функционалу.

3 Примеры
Пример 1.

[ ],  0,  1 ,x u t T= Î =& ( ) 1,   ,u t t T£ Î
(0) 1,x =

1

0
0

( ) ( 1) min,u x u dtF = - ®ò
1( ) (1) 1 0.u xF = - =

Рассмотрим управление 0 ( ) 0,  ,u t t Tº Î 0( , ) 1,x t u º ,t TÎ
0

0 ( ) 1.uF = -  (допустимое управление)
Функция Понтрягина

( ) ( )1 ,H pu x u p x u x= - - = - + 0 ,H x= 1 .H p x= -
Положим значение параметра проектирования 1a = . Тогда отображе-

ние ua принимает вид
1,  1,

( , ) 1,  1,
,  1 1.

p x
u p x p x

p x p x

a

- >ì
ï= - - < -í
ï - - £ - £î

Сопряженная система (5)–(8) принимает вид
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1,p v= -& (1) .p l= -
Начальное приближение процесса (13) — доступное управление

0 ( ) 1v t º - , t TÎ .
Соответствующая сопряженная система принимает вид

2,p = -& (1) .p l= -
Ее решение

( ) 2 2p t tl l= - + - , t TÎ .

Предположим 0( ) ( , ) 2 1 1p t x t u tl l- = - + - £ , t TÎ . Сформируем
вспомогательное управление

0( ) ( ) ( , ) 2 1 ,v t p t x t u tl l l= - = - + - t TÎ .
Получим следующую задачу Коши для фазовой системы

2 1 ,x t l= - + -& (0) 1x = .
Ее решение

( )2( , ) 1 1x t v t tl l= - + - + , t TÎ .
Для множителя RlÎ  получаем уравнение

(1, ) 1x vl = ,
откуда

0l = .

Таким образом,
( ) 2 2p t tl = - + , t TÎ

(условие 0( ) ( , ) 2 1 1p t x t u tl - = - + £ , t TÎ  выполнено).
Соответствующее выходное управление v имеет вид

( ) 2 1v t t= - + , t TÎ .
Фазовая траектория

2( , ) 1x t v t t= - + + , t TÎ
и значение целевого функционала

0
7( )
6

vF = - < 0
0 ( ) 1.uF = -

Пример 2.
Данный пример иллюстрирует возможность строгого улучшения до-

пустимого управления, удовлетворяющего принципу максимума.

[ ],  0,  ,x u t T p= Î =& (0) 0,x = ( ) 4,   ,u t t T£ Î

2
0

0

( ) min,u x dt
p

F = - ®ò
1( ) ( ) 0.u x pF = =
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Рассмотрим 0 ( ) 0,u t t Tº Î . При этом 0( , ) 0,x t u º ,t TÎ 0
0 ( ) 0.uF =

Нетрудно видеть, что допустимое управление 0u  удовлетворяет прин-
ципу максимума (особое управление)

В данном случае имеем
2 ,H pu x= + 2

0 ,H x= 1 .H p=

Положим 1a = . Отображение ua

4,  4,
( ) 4,  4,

,  4 4.

p
u p p

p p

a

>ì
ï= - < -í
ï - £ £î

Сопряженная система (5)–(8) имеет вид
0( , ) ( , ),p x t v x t u= - -& ,t TÎ

( ) .p p l= -

Начальное приближение — доступное управление 0 ( ) 1v t º , t TÎ .
Фазовая траектория 0( , ) ,x t v t= t TÎ .
Имеем

,p t= -& ,t TÎ ( ) .p p l= -
Отсюда

2 2

( )
2 2
tp tl p l= - + - , t TÎ .

Предположим ( ) 4p tl £ , t TÎ . Сформируем вспомогательное управ-
ление

2 2

( ) ( ) ,
2 2
tv t p tl l p l= = - + - t TÎ .

Получим следующую задачу Коши для фазовой системы
2 2

,
2 2
tx p l= - + -& (0) 0x = .

Ее решение
3 2

( , )
6 2
tx t v tl p l

æ ö
= - + -ç ÷

è ø
, t TÎ .

Для множителя RlÎ  имеем
( , ) 0x vlp = ,

и
2

3
pl = .
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Тогда
2 2

( )
2 6
tp tl p

= - + , t TÎ

(условие ( ) 4,p t t Tl £ Î  выполнено).
Таким образом, выходное управление v имеет вид

2 2

( )
2 6
tv t p

= - + , t TÎ

и строго улучшает исходное управление 0u
7

0
2( ) 6.392

945
v pF = - » - < 0

0 ( ) 0.uF =

Заключение
В заключение отметим основные свойства предлагаемой процедуры

1. Нелокальность улучшения, отсутствие варьирования, характерного
для большинства стандартных методов.

2. Выполнение ограничения на каждой итерации, что позволяет эффек-
тивно решать задачу улучшения допустимого управления.
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Abstract. To improve control in the class of nonlinear optimal control problems
with terminal constraints, a special fixed-point problem is constructed. An iterative
method is constructed to solve the fixed-point problem. The proposed method of suc-
cessive approximations with preservation of all terminal constraints at each iteration
does not use the labor-intensive operation of parametric variation of controls, which is
typical for gradient methods.
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