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Аннотация. В данной работе рассмотрена задача Коши для системы
уравнений с правыми частями специального вида и постоянными коэффи-
циентами. С помощью метода дополнительного аргумента определены доста-
точные условия нелокальной разрешимости задачи Коши для системы урав-
нений с правыми частями специального вида и постоянными коэффициен-
тами. Доказательство нелокальной разрешимости задачи Коши для системы
уравнений с правыми частями специального вида и постоянными коэффи-
циентами опирается на глобальные оценки. Приведен пример задачи Коши
для системы уравнений с правыми частями специального вида и постоянными
коэффициентами, которая имеет единственное нелокальное решение. Пример
показывает, что существует задача Коши для системы уравнений с правыми
частями специального вида и постоянными коэффициентами, которая имеет
единственное нелокальное решение.
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Введение
Рассмотрим систему{

∂tu0(t, x) + (a1u0 + b1u1 + p1)∂xu0(t, x) = a2u0 + b2u1 + p3,
∂tu1(t, x) + (c1u0 + g1u1 + p2)∂xu1(t, x) = g2u1 + p4,

(1)

где u0(t, x), u1(t, x) — неизвестные функции.
В данной системе (1) a1, b1, b2, c1, g1 — известные положительные

константы, a2, g2, p1, p2, p3, p4 — известные константы.
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Зададим начальные условия для системы (1)

u0(0, x) = ϕ0(x), u1(0, x) = ϕ1(x), (2)

где ϕ0(x), ϕ1(x) — известные функции.
Рассмотрим задачу (1), (2) на

ΩT = {(t, x) |0 ≤ t ≤ T, x ∈ (−∞,+∞), T > 0}.

В [6] использовали метод дополнительного аргумента и определили
достаточные условия нелокальной разрешимости задачи (1), (2) на ΩT ,
где a1, b1, b2, c1, g1 — известные положительные константы, a2, g2 —
известные константы, p1 = 0, p2 = 0, p3 = 0, p4 = 0.

В данной работе используем метод дополнительного аргумента и
определяем достаточные условия нелокальной разрешимости задачи
(1), (2) на ΩT , где a1, b1, b2, c1, g1 — известные положительные кон-
станты, a2, g2, p1, p2, p3, p4 — известные константы.

1 Существование локального решения

Используем метод дополнительного аргумента и получаем систему
интегральных уравнений [1]–[9]:

z1(s, t, x) = ϕ0(x−
t
∫
0
(a1z1 + b1z3 + p1)dτ) +

s
∫
0

(a2z1 + b2z3 + p3)dτ, (3)

z2(s, t, x) = ϕ1(x−
t
∫
0
(c1z4 + g1z2 + p2)dτ) +

s
∫
0

(g2z2 + p4)dτ, (4)

z3(s, t, x) = z2(s, s, x−
t
∫
s
(a1z1 + b1z3 + p1)dτ), (5)

z4(s, t, x) = z1(s, s, x−
t
∫
s
(c1z4 + g1z2 + p2)dτ). (6)

Обозначим ГT = {(s, t, x)| 0 ≤ s ≤ t ≤ T, x ∈ (−∞,+∞), T > 0},

l1 = max{a1, |a2|, b1, b2, c1, g1, |g2|, |p3|, |p4|},

Cϕ = max{sup
R

∣∣∣ϕ(l)
i

∣∣∣ ∣∣i = 0, 1, l = 0, 2
}
,

‖F‖ = sup
ΓT

|F (s, t, x)| , ‖f‖ = sup
ΩT

|f(t, x)|.

Справедлива следующая теорема, которая доказывается так же, как
в [6].
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Теорема 1. Пусть ϕ0(x), ϕ1(x) ∈ C̄2(R), a1, b1, b2, c1, g1, a2, g2,
p1, p2, p3, p4 — известные константы и выполняются условия:

a1 > 0, b1 > 0, b2 > 0, c1 > 0, g1 > 0, ϕ′
0(x) ≥ 0, ϕ′

1(x) ≥ 0 на R.

Тогда для всех 0 ≤ t ≤ T0, где T0 = min
(

1
25Cϕl1

, 1
10l1

,
Cϕ

10l1

)
, задача

Коши (1), (2) имеет единственное решение u0(t, x), u1(t, x) ∈ C̄1,2(ΩT0),
которое определяется из системы интегральных уравнений (3)–(6).

В теореме 1 u0(t, x) = z1(t, t, x), u1(t, x) = z2(t, t, x).

2 Существование нелокального решения

Теорема 2. Пусть ϕ0(x), ϕ1(x) ∈ C̄2(R), a1, b1, b2, c1, g1, a2, g2,
p1, p2, p3, p4 — известные константы и выполняются условия:

a1 > 0, b1 > 0, b2 > 0, c1 > 0, g1 > 0, ϕ′
0(x) ≥ 0, ϕ′

1(x) ≥ 0 на R.

Тогда для любого T > 0 задача Коши (1), (2) имеет единственное
решение u0(t, x), u1(t, x) ∈ C̄1,2(ΩT ), которое определяется из системы
интегральных уравнений (3)–(6).

В теореме 2 u0(t, x) = z1(t, t, x), u1(t, x) = z2(t, t, x).

Доказательство. Продифференцируем систему уравнений (1) по
x. Обозначим f(t, x) = ∂xu0(t, x), q(t, x) = ∂xu1(t, x), получим:

∂tf + (a1u0 + b1u1 + p1)∂xf = −a1f
2 − b1fq + a2f + b2q,

∂tq + (c1u0 + g1u1 + p2)∂xq = −g1q
2 − c1fq + g2q,

f(0, x) = ϕ′
0(x), q(0, x) = ϕ′

1(x).
(7)

Добавим к системе уравнений (3)–(6) два уравнения:{
dγ0(s,t,x)

ds = −a1γ
2
0 − b1γ0γ1(s, s, η1) + a2γ0 + b2γ1(s, s, η1),

dγ1(s,t,x)
ds = −g1γ

2
1 − c1γ0(s, s, η2)γ1 + g2γ1,

(8)

с начальными условиями:

γ0(0, t, x) = ϕ′
0(η1), γ1(0, t, x) = ϕ′

1(η2), (9)

где

η1(s, t, x) = x−
t
∫
s

(a1z1 + b1z3 + p1)dτ,

η2(s, t, x) = x−
t
∫
s

(c1z4 + g1z2 + p2)dτ.
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Перепишем (8), (9) в следующем виде:
γ0(s, t, x) = ϕ′

0(η1) exp(−
s
∫
0

(a1γ0 + b1γ1(τ, τ, η1)− a2)dτ)+

+
s
∫
0
b2γ1(τ, τ, η1) exp(−

s
∫
τ

(a1γ0 + b1γ1(ν, ν, η1)− a2)dν)dτ,

γ1(s, t, x) = ϕ′
1(η2) exp(−

s
∫
0

(g1γ1 + c1γ0(τ ,τ ,η2)− g2)dτ).

(10)

Так же, как в [2]–[8], доказывается существование непрерывно диф-
ференцируемого решения задачи (10). Следовательно,

γ0(t, t, x) = f(t, x) =
∂u0

∂x
, γ1(t, t, x) = q(t, x) =

∂u1

∂x
.

Мы можем записать (3), (4) в виде:

z1(s, t, x) = ϕ0(η1) exp(a2s) +
s
∫
0

(b2z3 + p3) exp(a2(s− τ))dτ,

z2(s, t, x) = ϕ1(η2) exp(g2s) +
s
∫
0
p4exp(g2(s− τ))dτ.

Получаем, что

‖z2‖ ≤ (Cϕ + T |p4|) exp(|g2|T ),

‖z1‖ ≤ Cϕ exp(|a2|T )(1 + T (b2(Cϕ + T |p4|) exp(|g2|T ) + |p3|),

следовательно, справедливы оценки:

‖u1‖ ≤ (Cϕ + T |p4|) exp(|g2|T ), (11)

‖u0‖ ≤ Cϕ exp(|a2|T )(1 + T (b2(Cϕ + T |p4|) exp(|g2|T ) + |p3|). (12)

Из (10) при выполнении условий:

a1 > 0, b1 > 0, b2 > 0, c1 > 0, g1 > 0, ϕ′
0(x) ≥ 0, ϕ′

1(x) ≥ 0 на R,

получаем, что γ0 ≥ 0, γ1 ≥ 0 на ΓT , значит,

‖γ1‖ ≤ Cϕ exp(|g2|T ), ‖γ0‖ ≤ Cϕ exp(|a2|T )(1 + Tb2 exp(|g2|T )),

следовательно,

‖∂xu1‖ ≤ Cϕ exp(|g2|T ), (13)

‖∂xu0‖ ≤ Cϕ exp(|a2|T )(1 + Tb2 exp(|g2|T )). (14)
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Далее, так же, как в [2]–[8], получаем, что при всех t и x справедливы
оценки:

∣∣∂2
x2u0

∣∣ ≤ E1 ch(T
√
E2E3) + E4

√
E2

E3
sh(T

√
E2E3), (15)

∣∣∂2
x2u1

∣∣ ≤ E4 ch(T
√
E2E3) + E1

√
E3

E2
sh(T

√
E2E3), (16)

где E1, E2, E3, E4 — постоянные, которые определяются через исход-
ные данные.

Получены глобальные оценки (11)–(16), которые позволяют продол-
жить решение u0(t, x), u1(t, x) на заданный промежуток [0, T ]. Пусть
u0(T0, x), u1(T0, x) — начальные значения, u0(T0, x), u1(T0, x) ∈ C̄2(R),
тогда, используя теорему 1, продлим решение на [T0, T1].Пусть u0(T1, x),
u1(T1, x) — начальные значения, u0(T1, x), u1(T1, x) ∈ C̄2(R), тогда, ис-
пользуя теорему 1, продлим решение на [T1, T2]. Получаем, что за
конечное число шагов решение можно продлить на заданный проме-
жуток [0, T ]. Единственность решения задачи Коши (1), (2) можно
доказать так же, как в [2]–[8].

3 Пример
Рассмотрим систему{

∂tu0(t, x) + (10u0 + u1 − 1)∂xu0(t, x) = 200u0 + 4u1 + 201,
∂tu1(t, x) + (21u0 + 5u1 + 2)∂xu1(t, x) = 210u1 − 400,

(17)

где u0(t, x), u1(t, x) — неизвестные функции.
В данной системе

a1 = 10, b1 = 1, b2 = 4, c1 = 21, g1 = 5,

a2 = 200, g2 = 210, p1 = −1, p2 = 2, p3 = 201, p4 = −400.

Для системы уравнений (17) определим начальные условия:

u0(0, x) = ϕ0(x) = 25 + 8arctgx, u1(0, x) = ϕ1(x) = 20 + arctgx. (18)

Задача (17), (18) определена на

ΩT = {(t, x) |0 ≤ t ≤ T, x ∈ (−∞,+∞), T > 0}.

Так как ϕ0(x), ϕ1(x) ∈ C̄2(R), a1, b1, b2, c1, g1, a2, g2, p1, p2, p3,
p4 — известные константы,

a1 = 10 > 0, b1 = 1 > 0, b2 = 4 > 0, c1 = 21 > 0, g1 = 5 > 0,
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ϕ′
0(x) =

8

1 + x2
> 0, ϕ′

1(x) =
1

1 + x2
> 0, x ∈ R,

a2 = 200, g2 = 210, p1 = −1, p2 = 2, p3 = 201, p4 = −400,

тогда по теореме 2 для любого T > 0 задача Коши (17), (18) имеет
единственное решение u0(t, x), u1(t, x) ∈ C̄1,2(ΩT ).

Зададим начальные условия для системы (17):

u0(0, x) = ϕ0(x) = 41 + 28arctgx, u1(0, x) = ϕ1(x) = 7 + 10arctgx. (19)

Рассмотрим задачу (17), (19) на

ΩT = {(t, x) |0 ≤ t ≤ T, x ∈ (−∞,+∞), T > 0}.

Так как ϕ0(x), ϕ1(x) ∈ C̄2(R), a1, b1, b2, c1, g1, a2, g2, p1, p2, p3,
p4 — известные константы,

a1 = 10 > 0, b1 = 1 > 0, b2 = 4 > 0, c1 = 21 > 0, g1 = 5 > 0,

ϕ′
0(x) =

28

1 + x2
> 0, ϕ′

1(x) =
10

1 + x2
> 0, x ∈ R,

a2 = 200, g2 = 210, p1 = −1, p2 = 2, p3 = 201, p4 = −400,

по теореме 2 для любого T > 0 задача Коши (17), (19) имеет един-
ственное решение u0(t, x), u1(t, x) ∈ C̄1,2(ΩT ).

Заключение

В данной работе использовали метод дополнительного аргумента и
определили достаточные условия нелокальной разрешимости задачи
(1), (2) на ΩT , где a1, b1, b2, c1, g1 — известные положительные
константы, a2, g2, p1, p2, p3, p4 — известные константы.
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A SYSTEM OF EQUATIONS WITH SPECIAL RIGHT-HAND SIDES
AND CONSTANT COEFFICIENTS
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Abstract. In this paper, we consider the Cauchy problem for a system
of equations with special right-hand sides and constant coefficients. Us-
ing the additional argument method, sufficient conditions for the nonlocal
solvability of the Cauchy problem for a system of equations with special
right-hand sides and constant coefficients are determined. The proof of
the nonlocal solvability of the Cauchy problem for a system of equations
with special right-hand sides and constant coefficients is based on global
estimates. An example of the Cauchy problem for a system of equations
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with special right-hand sides and constant coefficients, which has a unique
nonlocal solution, is given. The example shows that there is a Cauchy
problem for a system of equations with special right-hand sides and con-
stant coefficients, which has a unique nonlocal solution.

Keywords: constant, system, method, Cauchy problem, equations, co-
efficients, solution, locality, conditions, interval.
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